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R E S U M O

Esta tese apresenta técnicas de controle preditivo robusto baseado em modelo
aplicadas a sistemas lineares com saltos Markovianos a tempo discreto. Dois
cenários de controle são tratados. No primeiro cenário desenvolve-se uma so-
lução de controle que minimiza o valor esperado de um custo quadrático de
horizonte infinito. Como subproduto nesta etapa, obtém-se estabilidade em
média quadrática para dois casos: i) sem restrições e, ii) com restrições rí-
gidas na entrada de controle e no estado. No segundo cenário de controle,
trata-se da minimização do valor esperado de um custo quadrático de hori-
zonte finito. Neste caso, considera-se a presença de ruído aditivo estocástico e
contempla-se também restrições que são impostas sobre o segundo momento
do estado e da variável de controle. Para ambos os cenários são apresentados
experimentos numéricos que ilustram as técnicas propostas.

Palavras-chave: Sistemas lineares com saltos Markovianos; controle robusto;
controle preditivo baseado em modelo; ruído aditivo; desigualdades matriciais
lineares.
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A B S T R A C T

In this thesis, robust model predictive control techniques applied to discrete-
time Markov jump linear systems are introduced. Two control scenarios are
addressed. In the first scenario, it is developed a control solution that minimi-
zes the expected value of an infinite-horizon quadratic cost. As a byproduct,
mean square stability is obtained under two cases: i) without constraints, and
ii) with constraints on control input and state. The second control scenario con-
siders the minimization of the expected value of quadratic finite-horizon cost.
This scenario considers not only stochastic additive noise, but also constraints
that are imposed on the second moment of both state and control. Numerical
experiments illustrate the results for both scenarios.

Keywords: Markovian jump linear systems; robust control; model predictive
control; additive noise; linear matrix inequalities.
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N O M E N C L AT U R A

Símbolo Descrição

A−1 Inversa da matriz A (se existir).

A′ Transposta da matriz A.

A > 0 (A ≥ 0) Matriz A é simétrica definida (semidefinida) positiva.

I Matriz identidade de dimensões apropriadas.

0 Matriz nula de dimensões apropriadas.

nξ Número inteiro positivo.

Θ Espaço de estados da Cadeia de Markov.

{θ(k); k = 0, 1, ...} Estados da cadeia de Markov

pk(i, j) Probabilidade de transição do estado i para o estado j

no instante k.

Pk = [pk(i, j)]i,j∈Θ Matriz de probabilidade de transição

no instante k.

nθ Número inteiro positivo.

Rn Espaço n-dimensional.

Rn×m Conjunto de matrizes reais de dimensão n×m.

Co Fecho convexo.

∗ Elemento simétrico de uma matriz.

x(k + n|k) Valor predito do vetor de estados x em um tempo

futuro k + n baseado na informação disponível no

instante de tempo k.

u(k + n|k) Valor predito da entrada de controle u em um tempo

futuro k + n baseado na informação disponível no

instante de tempo k.

θ(k + n|k) Valor predito do modo de Markov θ em um tempo

futuro k + n baseado na informação disponível no

instante de tempo k.

‖x‖Q Forma quadrática: x′Qx.

V(k + n|k), n ≥ 1 Função de Lyapunov dada por: x′(k + n|k)Px(k + n|k),
na qual a matriz de Lyapunov P > 0, é constante .

Ṽ(k + n|k), n ≥ 1 Função de Lyapunov dada por: x′(k + n|k)P(ξ(k))

×x(k + n|k), na qual a matriz de Lyapunov

P(ξ(k)) > 0 varia com o instante k.
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V(k + n|k), n ≥ 1 Função de Lyapunov dada por:

x′(k + n|k)Pξ(k+n)(θ(k + n|k))x(k + n|k), na qual a

matriz de Lyapunov Pξ(k+n)(θ(k + n|k)) > 0 varia

com o instante k e é dependente dos modos

de Markov.

V(k + n), n ≥ 1 Função de Lyapunov dada por:

x‘(k + n|k)W−1
ξ(k+n)(θ(k + n|k))x(k + n|k),

na qual a matriz de Lyapunov

W−1
ξ(k+n)(θ(k + n|k)) > 0 varia com o instante

k, é dependente dos modos de Markov e do

n-ésimo passo.

Ek[V] Valor esperado de V condicionado à informação

disponível no instante de tempo k.

Ek+n|k[V] Valor esperado de V no instante k + n condicionado

à informação disponível no instante de tempo k.

E[V] Valor esperado de V usando todas as informações

disponíveis.

P = [p(i, j)]i,j∈Θ Matriz de probabilidade de transição.

λmin{A} Autovalor mínimo de uma matriz A.

Sn Subespaço linear normado de Rn×n de matrizes

simétricas tais que {U ∈ Rn×n : U = U′}
Sn0 (Sn+) Cone convexo fechado (aberto) de matrizes

semidefinidas (definidas) positivas.

Sn+ Conjunto formado por um número nθ de matrizes

tais que Sn+ = {U = (U1, . . . , Unθ
) : Ui ∈ Sn+, i ∈ Θ}.

µk+n|k ∈ Θ Distribuição de probabilidade no instante k + n

baseado na informação disponível até o instante k.

Exk , µk [.] Representação de E[.|x(k) = xk, θ(k) ∼ µk|k].

M Sequência ou conjunto {M(1), . . . , M(nθ)}.
Ei(M) Operador sobre o conjunto M.

11{θ(n+1)=i} Função Delta de Dirac.
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A C R Ô N I M O S

MPC : Controle preditivo baseado em modelo (do inglês, Model Predictive Con-
trol).
RHC: Controle de horizonte retrocedente (do inglês, Receding Horizon Con-
trol) .
MHC: Controle por horizonte móvel (do inglês, Moving Horizon Control ).
MJLS: Sistemas lineares com saltos Makovianos (do inglês, Markovian Jump
Linear Systems).
LMI: Desigualdade matricial linear (do inglês, Linear Matrix Inequality).
MJLPV: Sistemas lineares de parâmetros variantes com saltos Markovianos
(do inglês, Markovian Jump Linear Paramenter Varying systems).
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1
I N T R O D U Ç Ã O

O controle preditivo baseado em modelo (MPC - do inglês, Model Predictive
Control), também conhecido como controle de horizonte retrocedente (RHC -
do inglês, Receding Horizon Control) e controle por horizonte móvel (MHC -
do inglês, Moving Horizon Control) é uma técnica de controle apropriada para
lidar com modelos lineares e não lineares sob restrições sendo tais restrições
nos estados e saída do sistema e na entrada de controle [10], [13], [28],[30],
[33], [36], [49].

MPC foi originalmente desenvolvido e aplicado na indústria petroquímica e,
por décadas, tem sido aplicado com sucesso a processos químicos. Atualmente,
ele tem sido considerado em muitas outras áreas, incluindo processos industri-
ais, economia, gestão de tráfego, controle automotivo, sistema aeroespacial, e
tem se tornado uma ferramenta padrão na indústria [10], [68]. Uma revisão e
discussão sobre os benefícios do MPC em aplicações de processos industriais é
apresentada em [25], e suas vantagens foram relatadas e comparadas com ou-
tros métodos de controle multivariáveis em [38] e [53]. Controladores MPC
têm sido desenvolvidos também para eletrônica de potência e a razão para
isto é o fato de existirem modelos adequados para prever o comportamento
das variáveis controladas [82]. MPC também consegue lidar com sistemas não
lineares e tratar atrasos no tempo, mostrando-se bastante adequado em apli-
cações, como por exemplo, de agricultura[21], [46], [57].

De acordo com [49], algumas razões para o sucesso do MPC nos processos
industriais são: ele pode ser aplicado a problemas de controle multivariáveis;
pode levar em conta limitações no atuador; permite operar próximo a restri-
ções, o que pode levar frequentemente a uma operação mais lucrativa; tem
taxas de atualização de controle relativamente baixas nestas aplicações e por
isso existe tempo suficiente para os cálculos online necessários.

Uma vantagem do MPC está no fato de este ser uma técnica de controle com
capacidade de lidar com restrições, otimizando desempenho e, dependendo da
metodologia, garantindo estabilidade [3], [35], [55]. Uma outra característica
do método é a fácil incorporação de objetivos de minimização de energia e
custo, que são conceitos utilizados nos processos industriais [10], [11].

A ideia tradicional contida nos controladores MPC é resolver um problema
de otimização no qual um critério de desempenho deve ser minimizado, base-
ando-se no modelo do processo para predizer a saída em instantes futuros. O
critério de desempenho pode ser escolhido como uma função de custo quadrá-
tica. Em cada período de tempo, as medidas do sistema são efetuadas para
obter uma sequência de controle ótimo que minimize a função custo. É utili-
zada uma estratégia retrocedente, de forma que em cada instante de tempo,
o horizonte é deslocado em direção ao futuro, isto é, o problema é resolvido
novamente no próximo instante de tempo baseando-se em novas medidas que
envolvem a aplicação de apenas o primeiro sinal de controle da sequência cal-
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2 I N T R O D U Ç Ã O

MPC robusto [29]

MPC robusto baseado
em Tubos [36], [24] MPC robusto ba-

seado em min-
max [69], [66]

MPC robusto baseado
em LMIs [35],

[19], [50] e [47]

Figura 1: Algoritmos de MPC robusto

culada em cada etapa. Assim, realiza-se controle em malha fechada (veja [52]
para mais detalhes sobre esse procedimento).

O sucesso do MPC depende da precisão do modelo do processo. Se o modelo
for impreciso, o controle pode não atender a especificações de desempenho
(vide, por exemplo, [35], [53], [55] e [70] para discussões acerca desse tema).

Algoritmos MPC podem ser construídos de modo a considerar explicita-
mente incertezas do processo e do modelo. Estes algoritmos são denominados
MPC robustos [29]. Nestas estratégias usam-se algoritmos para otimização e,
de acordo com o modo de solucionar o problema de otimização e de conside-
rar as restrições, o MPC robusto pode ser dividido em: MPC robusto baseado
em LMIs, MPC robusto baseado em Tubos e MPC robusto min-max (como ilus-
trado na Figura 1). As referências [14], [19], [35], [36], [54] e [83] contêm
mais detalhes. Em uma comparação sobre estes MPC robustos feita em [29],
notou-se que os métodos MPC baseado em LMIs são mais lentos para calcular
o sinal de controle, porém mais fáceis de implementar. Enquanto os méto-
dos MPC min-max e MPC baseado em tubos requerem cálculos de conjuntos
de controle invariantes que podem ser difíceis. Entretanto, são mais rápidos
quando comparados ao MPC baseado em LMIs.

Dentre os objetivos do MPC robusto, os principais são: garantir que restri-
ções sejam atendidas mesmo na presença de incertezas; garantir estabilidade
do sistema; otimizar desempenho; garantir baixo custo computacional. Alguns
destes objetivos são considerados, por exemplo, em [13] e [45].

Como incertezas de natureza aleatória estão presentes nos processos, é ra-
zoável que a técnica MPC considere MPC estocásticos [36], [56]. Dentro desse
tema, o MPC robusto é adaptado para atender aos casos em que as incertezas
são estocásticas com distribuição de probabilidades conhecidas, talvez con-
tendo algumas restrições (ou todas) de natureza probabilística. No MPC es-
tocástico, dependendo das características do modelo, as restrições do sistema
podem ser modeladas como rígidas (invioláveis) (em inglês, hard constraints)
de modo que não seja permitido nenhum tipo de violação de restrições e, as-
sim, as restrições devem ser satisfeitas sempre, ou seja, com probabilidade 1
[42], [47], [48], [63]. E pode-se também considerar restrições com probabili-
dade menor que 1 (em inglês, soft constraints) (veja, por exemplo, [12], [23]
e [80] ). As restrições rígidas nos estados podem ser trocadas, por exemplo,
por restrições em que se considera o valor esperado.

No contexto de MPC estocástico, aplicações podem ser vistas em campos
como processos de controle [12], [32], engenharia financeira [22], [31], [67],
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geração de eletricidade, distribuição e preço [65], controle de temperatura
de edifícios [60], controle de tráfego de rede de comunicações[86], perda
de dados [26] e em controle preditivo em rede de sistemas distribuídos não
lineares [85]. Para acrescentar ao algoritmo MPC informações de natureza
probabilística, a função custo pode ser escolhida como sendo o valor esperado
sobre a distribuição de incerteza do custo quadrático usual [36]. Para uma
discussão sobre o MPC estocástico, pode-se consultar [36] e [56].

1.1 M P C A P L I C A D O A S I S T E M A S L I N E A R E S C O M S A LT O S M A R KO V I A -
N O S

Alguns sistemas estocásticos, tais como aqueles que apresentam mudanças
abruptas em suas dinâmicas, não podem ser apropriadamente descritos pe-
los sistemas lineares invariantes no tempo com representação em espaço de
estados (veja, por exemplo, os artigos que consideram esses sistemas [2], [72],
[75]). Tais sistemas podem ser adequadamente descritos pelas classes de siste-
mas de comutação estocásticos. A primeira variável nessa descrição é o vetor
de estados e toma valores em um espaço vetorial n dimensional, evoluindo
continuamente no tempo, e representa o vetor de estados clássico geralmente
usado na teoria de controle moderno. A segunda variável toma valores em
um conjunto finito e enumerável, e comuta de uma maneira aleatória entre
esses valores. Esta classe importante de sistemas estocásticos é denominada
Sistemas com Saltos Markovianos.

Nesta tese, é considerada a classe de sistemas lineares com saltos Markovi-
anos, MJLS (em inglês, Markov Jump Linear Systems). Tais sistemas são fre-
quentemente utilizados para modelar processos combinando representações
contínuas e discretas simultaneamente na descrição de sua evolução tempo-
ral, de modo que podem capturar mudanças abruptas no comportamento de
processos reais [16, Capítulo 1]. Tais mudanças podem ocorrer, por exemplo,
devido a distúrbios ambientais abruptos, falhas de componentes ou reparos,
mudanças nas interconexões, mudanças nos modos de operação em plantas
não lineares, entre outros fenômenos [16], [51]. Em muitos casos, tais mu-
danças na estrutura do processo podem ser modeladas por uma cadeia de
Markov [16, 74].

Aplicações de MPC em sistemas lineares com saltos Markovianos podem
ser vistas, por exemplo, em [81] e [87]. Em [83] é investigado um problema
MPC para uma classe de MJLS discretos no tempo e sujeitos a saturações na
entrada e incertezas ocorrendo de modo aleatório. Em [80] é apresentado um
método para resolver o MPC restrito de MJLS com ruído na entrada e estados
de Markov não observáveis pelo controlador. MPC de MJLS discreto no tempo,
sem incertezas, mas que leva em conta restrições, é visto em [3] e [71]. MPC
com restrições nos estados do sistema e nas entradas de controle para MJLS
discreto no tempo, com incertezas tanto nas matrizes do sistema quanto na
matriz de probabilidades de transição entre os modos, são apresentados em
[47].

Alguns sistemas não lineares podem ser modelados como sistemas em que
as matrizes possuem incertezas politópicas [35]. Com o objetivo de ampliar o
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conjunto de sistemas que podem ser representados sob a abordagem de saltos
Markovianos, pode-se considerar matrizes variantes (politópicas) de parâme-
tros associadas aos modos da cadeia de Markov, formando assim os sistemas
lineares com saltos Markovianos de parâmetros variantes (em inglês, Marko-
vian Jump Linear Paramenter Varying systems). Projeto de controle e condições
de estabilidade para estes sistemas podem ser vistos em [34], [47], [88]. Po-
rém, a solução ótima para o problema de controle de MJLS de parâmetros
variantes ainda é um problema em aberto na literatura.

1.2 O B J E T I V O S

A principal contribuição desta tese é a obtenção de novas condições em termos
de desigualdades matriciais lineares para o projeto MPC robusto com restri-
ções, aplicado a sistemas lineares sujeitos a saltos Markovianos (veja, Figura
2), em dois casos:

Caso 1 - Capítulo 3: MPC de horizonte infinito com restrições rígidas nas en-
tradas de controle e nos estados do sistema. Supõe-se também incertezas poli-
tópicas variantes no tempo tanto nas matrizes do sistema quanto na matriz de
probabilidade de transição entre os modos de Markov. O MPC de horizonte in-
finito deve garantir um desempenho satisfatório em termos da função de custo
quadrático de horizonte infinito, estabilidade no sentido da convergência da
média quadrática e fatibilidade recursiva do problema de otimização.

Caso 2 - Capítulo 4: MPC de horizonte finito com restrições de segundo
momento nos estados do sistema e nas entradas de controle. Incertezas politó-
picas variantes no tempo estão presentes nas matrizes do sistema. Além disso,
supõe-se a presença de ruído aditivo. O MPC trata de problema de regulação
e deve gerar um custo garantido (cota superior) para o custo de horizonte
finito.

1.3 E S T R U T U R A D O T E X T O

A estrutura da tese segue conforme abaixo:

Capítulo 2: Este capítulo apresenta conceitos básicos de MPC robusto através
de LMIs.

Capítulo 3: O capítulo apresenta MPC robusto de horizonte infinito. É for-
mulado um problema de minimização de uma cota superior do valor
esperado de uma função de custo quadrático de horizonte infinito. É es-
colhido um funcional de Lyapunov com matrizes de Lyapunov e ações
de controle associadas, ambas pertencentes a um politopo e dependen-
tes dos modos de Markov. O problema de minimização é reduzido a um
problema de otimização convexo, envolvendo desigualdades matriciais
lineares (LMIs). São obtidas condições para a estabilidade em média
média quadrática do sistema. Para o caso com restrições rígidas nas en-
tradas de controle e nos estados do sistema, novas condições LMIs são
adicionadas ao projeto. Em seguida, a ação de controle será estendida
para o caso de ações de controle multi-passos. Por fim, é feita a adição de
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um integrador ao projeto com o objetivo de minimizar erros de estado
estacionário. O resultado obtido é comparado com outros da literatura
recente, para ilustrar a efetividade do método proposto.

Capítulo 4: Neste capítulo é projetado um MPC robusto de horizonte finito
para MJLS com ruído aditivo. É formulado um problema de minimiza-
ção de uma cota superior do valor esperado de uma função de custo
quadrático. O problema de controle é reduzido a um problema de oti-
mização convexo, envolvendo desigualdades matriciais lineares (LMIs).
São consideradas ações de controle dependentes do Modo de Markov.
Uma simulação numérica é dada para ilustrar a efetividade do método
proposto.

Capítulo 5: Apresenta conclusões e perspectivas futuras a respeito dos resul-
tados mostrados nos capítulos 3 e 4.

1.4 N O TA Ç Ã O

A notação utilizada nesta tese é como segue: Rn denota o espaço Euclidiano
n-dimensional, e Rn×m denota o espaço linear formado por todas as matrizes
reais n× m. Sn denota o subespaço linear normado de Rn×n de matrizes si-
métricas tais que {U ∈ Rn×n : U = U′}, em que U′ denota a transposta de
U. Seja Sn0 (Sn+) o cone convexo fechado (aberto) de matrizes semidefini-
das (definidas) positivas {U ∈ Sn : U ≥ 0 (> 0)}. Sejam Θ = {1, . . . , nθ}
um conjunto finito, e Sn+ o conjunto formado por um número nθ de matrizes
tais que Sn+ = {U = (U1, . . . , Unθ

) : Ui ∈ Sn+, i ∈ Θ}. Para uma matriz A,
A−1 é a sua inversa (se existir). λmin{A} é o autovalor mínimo de uma matriz
A. x(k + n|k), u(k + n|k) são o valor predito do vetor de estados x e de en-
trada u em um tempo futuro k + n, respectivamente, baseado na informação
disponível no instante de tempo k. ‖x‖Q=x′Qx representa a Q-norma de um
vetor x na qual a matriz Q é simétrica definida positiva. Ek[V] denota o valor
esperado de V condicionado à informação disponível no instante de tempo k.





2
R E V I S Ã O D E M É T O D O S M P C D E S I S T E M A S L I N E A R E S E M
T E R M O S D E L M I S

Uma grande variedade de problemas que surgem na teoria de sistemas e con-
trole pode ser resolvida utilizando técnicas de otimização convexa padrão na
forma de desigualdades matriciais lineares. Esses problemas podem ser resol-
vidos em tempo polinomial, sendo assim tratáveis, computacionalmente [7].
Neste capítulo, será feita uma breve discussão de alguns artigos relevantes da
literatura sobre controle preditivo baseado em modelo para sistema lineares a
tempo discreto, cujos desenvolvimentos teóricos estão baseados em desigual-
dades matriciais lineares.

2.1 M P C PA R A S I S T E M A S L I N E A R E S A T E M P O D I S C R E T O

Em 1996, em [35] os autores observaram que, na época, a técnica MPC não li-
dava explicitamente com incertezas no modelo da planta e que a grande quan-
tidade de literatura existente sobre MPC, para análise de estabilidade estava
restrita a modelos nominais. Esse fato motivou os autores a proporem uma
técnica para síntese de MPC robusto de horizonte infinito, utilizando LMIs,
que permite incorporar incertezas politópicas na formulação do problema. A
seguir, será feita a descrição do problema e projeto MPC abordado em [35].

Considere o sistema linear variante no tempo, com incertezas nas matrizes
do sistema, representado pelas equações:

x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k),

y(k) = Cx(k), (1)

[A(k) B(k)] ∈ ΩAB, k ≥ 0,

em que x(k) ∈ Rnx , u(k) ∈ Rnu e y(k) ∈ Rny são os estados do sistema, a
entrada de controle e a saída do sistema, respectivamente. O conjunto ΩAB é
o politopo Co{[A1 B1], ..., [Anσ Bnσ ]} com número de vértices nσ, sendo Co o
fecho convexo, ou seja, se [A(k) B(k)] ∈ Ω então

A(k) =
nσ

∑
`=1

σ`A`, B(k) =
nσ

∑
`=1

σ`B`,

σ ∈ Rnσ ; σ` ≥ 0, ` = 1, 2, . . . , nσ;
nσ

∑
`=1

σ` = 1. (2)

Quando não houver incerteza, considera-se nσ = 1 e [A(k) B(k)] = [A1 B1].
Para o projeto MPC robusto sem restrições, é assumido que x(k) está dis-

ponível em cada instante de tempo k. Um modelo do processo é usado para
predizer as saídas futuras do sistema. Utilizando estas predições, uma sequên-

7
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cia de N ações de controle u(k + n|k), para n ≥ 0 é calculada para minimizar
uma função de custo quadrático dada por:

J∞(k) =
∞

∑
k=0
‖x(k + n|k)‖2

Q + ‖u(k + n|k)‖2
R, (3)

em que Q e R são matrizes de ponderação simétricas e definidas positivas.
Considerando essa função, o problema de otimização a ser resolvido é:

min
u(k+n|k), n≥0

max
[A(k + n) B(k + n)] ∈ Ω, n ≥ 0

J∞(k) (4)

A minimização é sobre todo o conjunto Ω e consiste em: dada uma planta va-
riante no tempo correspondente à sequência [A(k + n) B(k + n)] ∈ Ω, n ≥ 0,
tal que, se utilizada como modelo para predições, levaria ao maior valor ou
"pior caso" de J∞(k) entre todas as plantas variantes no tempo cujas matrizes
pertencem ao politopo pré-estabelecido. Porém, como esse problema de mini-
mização não é computacionalmente tratável em [35], os autores abordaram o
problema (4) obtendo uma cota superior da função objetivo em cada instante
de tempo n, utilizando uma lei de controle por realimentação de estados dada
por:

u(k + n|k) = Fx(k + n|k). (5)

Para obter a cota superior, a seguinte função de Lyapunov V(x(k|k)) foi esco-
lhida:

V(k) = x′(k|k)Px(k|k), k ≥ 0, (6)

sendo que P > 0 e x(k|k) o estado sistema (1) no instante k. Em cada instante
de tempo k, para todo x(k+ n|k) e u(k+ n|k), k ≥ 0, a dinâmica (1) é satisfeita
com [A(n + k) B(n + k)] ∈ Ω, n + k ≥ 0, e se espera que

E[V(k + n + 1)]−V(k + n) ≤ −(‖x(k + n|k)‖2
Q + |u(k + n|k)‖2

R) (7)

Para que a função objetivo de desempenho seja finita, é necessário que lim
k→∞

x(k+

n|k) = 0 e assim, lim
k→∞

V(x(k + n|k)) = 0. Somando ambos os lados da desi-

gualdade (7) de k = 0 até k = N e fazendo N → ∞, obtém-se

−V(k|k) ≤ −J∞(k). (8)

ou seja,

max
[A(k + n) B(k + n)] ∈ Ω, n ≥ 0

J∞(k) ≤ V(x(k|k)) (9)

e assim V(k) é uma cota superior para J∞(k). A matriz de realimentação de
estados F na lei de controle (5), que minimiza a cota superior V(k) na função
objetivo de desempenho robusto em cada instante de amostragem k, é dada
por

F = YQ−1 (10)
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em que as matrizes Q > 0 e Y devem ser obtidas da solução (quando ela
existe) do problema de minimização:

min
γ, Q, Y

γ (11)

sujeito a [
1 x(k|k)T

x(k|k) Q

]
≥ 0, (12)

e 
Q QAT

` + YTBT
` QQ 1

2 YTR 1
2

A`Q + B`Y Q 0 0

Q 1
2 Q 0 γI 0

R 1
2 Y 0 0 γI

 ≥ 0, ` = 1, ..., nσ; (13)

em que Q = P−1 e γ é uma cota superior obtida para função de Lyapunov
V(k). Apenas a primeira entrada calculada u(k|k) = Fx(k|k) é implementada.
A factibilidade das LMIs (12) e (13) é suficiente para a existência da matriz de
Lyapunov P em (6) e da matriz F em (5).

Para o projeto MPC restrito, são consideradas restrições rígidas na entradas
de controle e nas saídas do sistema, dadas por

|uj(n + k)| ≤ ūj, n ≥ 0, j = 1..., nu, (14)

|yj(n + k)| ≤ ȳj, n ≥ 1, j = 1, ..., ny, (15)

respectivamente, em que [.]j denota a linha j de uma matriz dada ou o ele-
mento j de um vetor dado. Para garantir que as restrições (14) e (15) sejam
satisfeitas, estas são incorporadas em termos de LMIs [35].

Para reduzir o conservadorismo causado pela escolha de uma única função
de Lyapunov (6) feita em [35], alguns autores propuseram o uso de funções
de Lyapunov dependentes de parâmetros em vez de uma única função de Lya-
punov constante (veja, por exemplo, [20] e [61]). Os autores em [19] e [50]
apresentaram um MPC robusto para sistemas lineares com incertezas politópi-
cas, baseando-se na escolha de várias funções de Lyapunov quadráticas, cada
uma correspondente a um conjunto de diferentes vértices de um politopo. Nes-
ses artigos, a função de Lyapunov foi escolhida como:

Ṽ(k + n|k) = x′(k + n|k)P(σ(k))x(k + n|k), P(σ(k)) > 0. (16)

σ(k) ∈ Rnσ , σ(k) ≥ 0,
nσ

∑
`=1

ξ`(k) = 1.

A escolha da matriz de Lyapunov dependente de parâmetros k acrescenta mais
graus de liberdade que reduzem o conservadorismo das condições LMIs para
obtenção do controlador.

Nos trabalhos citados de [19] e [50] uma preocupação dos pesquisadores é
aumentar a região de factibilidade do problema de otimização e ainda manter
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um baixo custo computacional. Em [39] e [40], para reduzir ainda mais o con-
servadorismo do MPC, os autores propuseram um novo conceito de conjunto
de controle multi passos (veja a Definição 1, [39]), usando uma série de leis
de realimentação de estados que direcionam os estados do sistema de um con-
junto elipsoidal para outro e, assim, um MPC robusto com maior desempenho
e com região de factibilidade mais ampla pode ser projetado.

Os autores em [39] e [40] utilizaram o sistema considerado em (1) tam-
bém com restrições rígidas nas entradas (14), como em [35], e restrições nos
estados mensuráveis dadas por

|φj[x(n + k)]j| ≤ x̄j , n ≥ 1, j = 1, ..., n, (17)

nas quais φ ∈ Rnφ×nx .
Quando se considera as ações de controle multi passos em um horizonte de

tempo infinito, como feito em [39], a expressão para a entrada predita toma
a seguinte forma:

u(k + n|k) =


ũ(k), n = 0;

Fnx(k + n|k), 1 ≤ n ≤ N − 1;

FNx(k + n|k), n ≥ N;

(18)

ũ(n) é a entrada de controle atual, ũ(k + n|k) é um valor a ser encontrado
através da resolução do problema de otimização a cada passo, juntamente com
as matrizes Fn, 1 ≤ n ≤ N − 1 que correspondem ao ganho do controlador
em cada um dos n passos e para n ≥ N tem-se Fn = FN.

Os controladores MPC robustos projetados por [39] e [40] foram compara-
dos com outros da literatura e mostraram-se menos conservativos, com maior
região de factibilidade e melhor desempenho.

Inspirados por [35], [39], e [40] no artigo [47] os autores apresentaram
um MPC robusto com restrições rígidas nos estados e nas entradas de con-
trole, para uma classe de sistemas lineares com saltos Markovianos sujeito a
incertezas politópicas nas matrizes do sistema e nas matrizes de probabilida-
des de transição.

O objetivo principal em [47] foi o projeto de uma lei de controle de reali-
mentação de estados em cada instante de tempo k que assegura estabilidade
em média quadrática do sistema abordado. O resultado obtido foi estendido
para o caso multi passos.

É importante observar que, em um projeto de controlador MPC robusto
por meio de LMIs, a escolha da função de Lyapunov e da ação de controle
a serem adotadas são questões fundamentais pois determinam a região de
factibilidade, o desempenho do controlador e a carga computacional [40].

Este capítulo revisou alguns artigos relevantes que apresentaram a técnica
MPC baseada em desigualdades matriciais lineares para sistemas lineares a
tempo discreto considerando incertezas. Ambos os artigos revisados estavam
preocupados com questões de estabilidade e selecionaram o custo quadrático
de horizonte infinito. A diferença fundamental entre eles está nas matrizes
de Lyapunov e ações de controle selecionadas. Obtém-se uma solução menos
conservadora a medida que são escolhidas matrizes de Lyapunov e ações de
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controle dependentes de parâmetros. Um desafio a ser vencido com esta esco-
lha específica é um possível aumento do custo computacional.





3
M P C R O B U S T O D E H O R I Z O N T E I N F I N I T O A P L I C A D O A
M J L S

Neste capítulo, estuda-se a formulação de controle preditivo robusto baseado
em modelo, para uma classe de sistemas lineares a tempo discreto sujeitos a
saltos Markovianos, com parâmetros variantes no tempo. Como contribuição
principal, obtém-se condições descritas por LMIs para a determinação da ação
de controle, considerando incertezas nos parâmetros do modelo e na matriz de
probabilidade de transição entre os modos de Markov. Também se considera
restrições rígidas sobre a entrada de controle e sobre os estados do sistema.
Os resultados obtidos são estendidos para o chamado projeto de controle por
realimentação de estados dependente do modo multi-passos. Para ilustrar o
resultado obtido neste capítulo, simulações numéricas são realizadas e compa-
radas com uma referência relativamente recente na literatura.

3.1 F O R M U L A Ç Ã O D O P R O B L E M A

Para o projeto do MPC robusto, considere o sistema linear a tempo discreto
sujeito a saltos Markovianos descrito pela equação:

x(k + 1) = Aξ(k)(θ(k))x(k) + Bξ(k)(θ(k))u(k), (19)

em que x(k) ∈ Rnx , u(k) ∈ Rnu e θ(k) ∈ Θ são os estados do sistema, a
entrada de controle e os modos do sistema, respectivamente; o estado inicial
é x0 e o modo inicial é θ0. Aξ(k)(θ(k)) e Bξ(k)(θ(k)) são matrizes de dimensões
apropriadas. Assuma que x(k) e θ(k) são mensuráveis no instante k e, que
os modos do sistema {θ(k); k = 0, 1, . . .} são uma cadeia de Markov discreta
no tempo tomando valores no conjunto inteiro finito Θ = {1, ..., nθ} com pro-
babilidades de transição dadas por pk(i, j). Assuma também que a matriz de
probabilidade de transição Pk incerta dada por

Pk = [pk(i, j)]i,j∈Θ na qual pk(i, j) = Pr(θ(k + 1) = j|θ(k) = i) (20)

e
Pk ∈ ΩP = Co{P1,P2, ...,Pnτ}, (21)

sendo Co o fecho convexo.
Suponha que para cada θ(k) = i, i ∈ Θ, as matrizes Aξ(k)(i) e Bξ(k)(i) são

dependentes de maneira afim dos parâmetros variantes no tempo ξ(k) ∈ Ξnξ ,
com

Ξnξ = {ξ ∈ Rnξ ; ξ` ≥ 0,
nξ

∑
`=1

ξ` = 1, ` = 1, 2, . . . , nξ}, (22)

tais que:

Aξ(k)(i) =
nξ

∑
`=1

ξ`(k)A`(i), e Bξ(k)(i) =
nξ

∑
`=1

ξ`(k)B`(i). (23)

13
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[Aξ(k)(1) Bξ(k)(1)]

[A2(1) B2(1)][A1(1) B1(1)]

[Anξ
(1) Bnξ

(1)]

. . .

[Aξ(k)(2) Bξ(k)(2)]

[A1(2) B1(2)][Anξ
(2) Bnξ

(2)]

[A2(2) B2(2)]

. . .

[Aξ(k)(3) Bξ(k)(3)]

[A1(3) B1(3)] [Anξ
(3) Bnξ

(3)]
. . .

p(2, 1)

p(1, 2)

p(3, 1)

p(1, 3)

p(2, 3)

p(3, 2)

p(1, 1) p(2, 2)

p(3, 3)

Figura 2: Ilustração dos parâmetros Aξ(k)(i) e Bξ(k)(i) para MJLS contendo três mo-
dos de Markov.

A Figura 2 ilustra a dependência do sistema (19) em relação aos parâmetros
ξ(k) e cadeia de Markov para o caso em que há três modos.

Restrições rígidas nas entradas de controle e nos estados do sistema são
consideradas do mesmo modo que em [47], ou seja,

|[u(k + n)]j| ≤ [u]j, n ≥ 0, j = 1..., nu, (24)

|[ψ]jx(k + n)| ≤ xj, n ≥ 1, j = 1, ..., nψ, (25)

em que ψ ∈ Rnψ×nx e [.]j denota os elementos da linha j de uma matriz dada
ou o elemento da j de um vetor dado.

Neste capítulo, para o projeto MPC do sistema (19)–(25), pretende-se en-
contrar a entrada de controle ideal que resolve o problema:

min
u(k+n|k),n≥0

max
[Aξ(k+n)(i) Bξ(k+n)(i)], Pk+n ∈ ΩP ,

ξ(k + n) ∈ Snξ , i = θ(k + n|k), n ≥ 0

J∞(k),

sujeito a (19)− (25), (26)

em que a função custo de horizonte infinito é como a dada por [47], ou seja,

J∞(k) = Ek

[
∞

∑
n=0
‖x(k + n|k)‖2

Q(i) + ‖u(k + n|k)‖2
R(i)

]
, (27)

em que Q(i),R(i) são matrizes de ponderação simétricas dadas.
Resolver o problema de minimização MPC "min-max" corresponde a: dada

uma planta variante no tempo [Aξ(k+n)(i) Bξ(k+n)(i)], para todo i ∈ Θ, para
ξ(k + n) ∈ Ξnξ e n ≥ 0 utilizar um modelo de predição para encontrar o valor
de u(k + n|k) que conduz à minimização do maior valor ou "pior caso" da
função custo J∞(k).

Nesta tese será utilizada a definição de estabilidade em média quadrática
como segue:
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Definição 3.1 (Estabilidade em média quadrática [47]). O sistema dado por (19)–
(23) é estável em média quadrática para um estado inicial dado x0 e modo inicial
θ0 se E[x′(k)x(k)]→ 0 quando k→ ∞.

Observação 3.1. O problema 26 considera robustez que depende de conjuntos
politópicos variantes no tempo. O problema de minimização 26 ainda está aberto
na literatura porque não existe uma solução algébrica. Esta tese propõe condições
suficientes, por meio de desigualdades matriciais lineares, para se obter uma cota
superior para a função custo de horizonte infinito. Supõe-se que os modos de
Markov são observáveis, ou seja, que os modos estão disponíveis para o controle.
Além disso, a sequência de controle encontrada deve garantir estabilidade em
média quadrática do sistema (19) sujeito à restrições rígidas.

3.2 A Ç Õ E S D E C O N T R O L E

A estrutura geral da ação de controle a ser adotada na estratégia MPC é muito
similar à estrutura considerada em [47]. Em cada instante de tempo k, a ação
de controle é definida pela composição de um valor otimizado u(k) a ser apli-
cado no passo atual, seguido pela lei de controle por realimentação de estados
para os próximos passos no horizonte de predição, dada por:

u(k + n|k) =
{

u(k), n = 0;

Fξ(k+n)(θ(k + n|k))x(k + n|k) , n ≥ 1;
(28)

em que u(k) ∈ Rnu é calculado resolvendo o problema de otimização (26)
em cada instante de tempo. No entanto, uma diferença chave em relação ao
que foi feito no artigo [47] é a escolha da matriz de realimentação de estados
como combinações convexas de um número finito nξ de matrizes, para cada
modo i ∈ Θ, tal que:

Fξ(k+n)(i) =
nξ

∑
`=1

ξ`(k + n)F`(i) , i = θ(k + n|k) ∈ Θ; (29)

nas quais nξ matrizes de ganhos de realimentação F`(i) são otimizadas junto
com u(k). Como uma alternativa similar a [47], é possível usar uma ação de
controle em cada instante de tempo k como segue:

u(k + n|k) =


u(k), n = 0;

Fn
ξ(k+n)(θ(k + n|k))x(k + n|k), 1 ≤ n ≤ N − 1;

FN
ξ(k+n)(θ(k + n|k))x(k + n|k), n ≥ N;

(30)

sendo N o número de passos no horizonte de predição para o qual as matrizes
de realimentação devem ser obtidas para resolver o problema de otimização
(26). Neste caso particular, considerando θ(k + n|k) = i, i ∈ Θ, cada matriz
de ganho de realimentação Fξ(k+n)(i), para cada modo i, otimizada em n = N,
é reutilizada para n > N.

Vale ressaltar que, em [47], uma ação de controle similar a (30) é empre-
gada, porém, com base na otimização de uma matriz de realimentação para
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cada etapa de tempo durante N passos e não depende das combinações con-
vexas de matrizes de vértices, de modo que o número total de matrizes a
serem consideradas seja proporcional a N (veja a expressão (18)). Nesta se-
ção, o número de matrizes a serem consideradas é proporcional a nξ no caso
(28)−(29), e proporcional a nξ N no caso (30). Resultados numéricos (Seção
3.6) indicam que as duas abordagens propostas nesta seção podem aumentar
o conjunto de soluções factíveis para o problema de otimização (26).

3.3 C A S O S E M R E S T R I Ç Õ E S

Esta seção apresenta novas condições LMIs para o projeto MPC robusto do
sistema (19)−(23) sem levar em conta restrições. Para isso, a lei de controle
por realimentação de estados (28) será utilizada e a função afim de Lyapunov
dependente de parâmetros [27] é selecionada como:

V(k + n) = ‖x(k + n|k)‖2
Pξ(k+n)(θ(k+n|k)), n ≥ 1 (31)

na qual, para θ(k + n|k) = i, i ∈ Θ, as matrizes de ponderação simétricas,
definidas positivas Pξ(k+n)(i) são dadas pela combinação convexa:

Pξ(k+n)(i) =
nξ

∑
`=1

ξ`(k + n)P`(i). (32)

De maneira similar ao que foi feito em [47] aplica-se a restrição de contrativi-
dade estocástica

V(k + n)−Ek+n|k[V(k + n + 1)] ≥ ‖x(k + n|k)‖2
Q(i) + ‖u(k + n|k)‖2

R(i),
(33)

n ≥ 1, na qual i = θ(k + n|k), para obter um limite superior da função custo
(27).

No Lema (3.1), são apresentadas novas condições LMIs para checar a facti-
bilidade da restrição estocástica imposta por (33).

Lema 3.1. As restrições de contratividade estocástica em (33) são satisfeitas
se existirem matrizes Q`(i) ∈ Sn+ e matrizes G`(i), Y`(i), Wh(i), Zh(i); para
`, h = 1, . . . , nξ , τ = 1, . . . , nτ e i ∈ Θj,τ

+ , com Θj,τ
+ = {i ∈ Θ; p(i, j; τ) > 0},

tais que as LMIs:

G′`(i) + G`(i)−Q`(i) ∗ . . . ∗ ∗ ∗ ∗
A`(i)G`(i) Q̂`h(1) . . . ∗ ∗ ∗ ∗

A`(i)G`(i) −R`h(i)
. . . ∗ ∗ ∗ ∗

...
...

. . . ∗ ∗ ∗ ∗
A`(i)G`(i) −R`h(i) . . . Q̂`h(nθ) ∗ ∗ ∗
Q 1

2 (i)G`(i) 0 . . . 0 I 0 ∗
R 1

2 (i)Y`(i) 0 . . . 0 0 I ∗
−Y`(i) Ẑ`h(i) . . . Ẑ`h(i) 0 0 Zh

′(i) + Zh(i)



> 0 (34)

sejam factíveis, sendo:

Q̂`h(j) =
1

p(i, j; τ)
Qh(j)− R`h(i), j = 1, 2, . . . , nθ ,
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Ẑ`h(i) = Z′h(i)B′`(i)−Wh(i) e R`h(i) = B`(i)Wh(i) + W ′h(i)B′`(i).

Demonstração: Para n ≥ 1, θ(k + n|k) = i, suponha que a LMI em (34) seja
factível para matrizes simétricas definidas positivas Q`(i) e matrizes G`(i),
Y`(i) de dimensões apropriadas. Portanto, é possível concluir que G′`(i)+G`(i)−
Q`(i) > 0. Além disso, visto que

[G`(i)−Q`(i)]′Q−1
` (i)[G`(i)−Q`(i)] = G′`(i)Q

−1
` (i)G`(i)− G′`(i)− G`(i)

+ Q`(i) > 0,

tem-se que

G′`(i)Q
−1
` (i)G`(i) ≥ G′`(i) + G`(i)−Q`(i) > 0.

Logo, da LMI (34) obtém-se:

G′`(i)Q
−1
` (i)G`(i) ∗ . . . ∗ ∗ ∗ ∗

A`(i)G`(i) Q̂`h(1) . . . ∗ ∗ ∗ ∗

A`(i)G`(i) −R`h(i)
. . . ∗ ∗ ∗ ∗

...
...

. . . ∗ ∗ ∗ ∗
A`(i)G`(i) −R`h(i) . . . Q̂`h(nθ) ∗ ∗ ∗
Q 1

2 (i)G`(i) 0 . . . 0 I 0 ∗
R 1

2 (i)Y`(i) 0 . . . 0 0 I ∗
−Y`(i) Ẑ`h(i) . . . Ẑ`h(i) 0 0 Zh

′(i) + Zh(i)



> 0 (35)

multiplicando (35) por



G−1′
` (i) 0 0 . . . 0 0 0

0 I 0 . . . 0 0 0

0 0 I . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . I 0 0

0 0 0 . . . 0 I 0

0 0 0 . . . 0 0 I


pela esquerda e por sua transposta à direita, resulta em

M`h(i, τ) =



Q−1
` (i) ∗ . . . ∗ ∗ ∗ ∗

A`(i) Q̂`h(1) . . . ∗ ∗ ∗ ∗

A`(i) −R`h(i)
. . . ∗ ∗ ∗ ∗

...
...

. . . ∗ ∗ ∗ ∗
A`(i) −R`h(i) . . . Q̂`h(nθ) ∗ ∗ ∗
Q 1

2 (i) 0 . . . 0 I 0 ∗
R 1

2 (i)F`(i) 0 . . . 0 0 I ∗
−F`(i) Ẑ`h(i) . . . Ẑ`h(i) 0 0 Zh

′(i) + Zh(i)



> 0, (36)

em que F`(i) = Y`(i)G−1
` (i).
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Tomando a combinação convexa de (36) sobre ` associado com o tempo k + n,
e sobre h associado com o tempo k + n + 1; isto é, calculando a matriz

M(i, τ) =
nξ

∑
h=1

ξh(k + n + 1)

[
nξ

∑
`=1

ξ`(k + n)M`h(i, τ)

]
;

desde que ξ(k + n + 1), ξ(k + n) ∈ Snξ e M`h(i, τ) > 0, tem-se que
M(i, τ) =

Q−1
ξ(k+n)(i) ∗ . . . ∗ ∗ ∗ ∗

Aξ(k+n)(i) Q̂(i; 1) . . . ∗ ∗ ∗ ∗
Aξ(k+n)(i) −R(i) . . . ∗ ∗ ∗ ∗

...
...

. . .
...

...
...

...

Ak+n(i) −R(i) . . . Q̂(i; nθ) ∗ ∗ ∗
Q 1

2 (i) 0 . . . 0 I ∗ ∗
R 1

2 (i)Fξ(k+n)(i) 0 . . . I 0 0 ∗
−Fξ(k+n)(i) Ẑ(i) . . . Ẑ(i) 0 0 Z′

ξ(k+n+1)(i) + Zξ(k+n+1)(i)



> 0, (37)

sendo

Q̂(i; j) =
1

p(i, j; τ)
Qξ(k+n+1)(j)− R(i), j = 1, 2, . . . , M,

Ẑ(i) = Z′ξ(k+n+1)(i)B
′
ξ(k+n)(i)−Wξ(k+n+1)(i),

e

R(i) = Bξ(k+n)(i)Wξ(k+n+1)(i) + W′ξ(k+n+1)(i)B
′
ξ(k+n)(i).

Multiplicando (37) por

I 0 . . . 0 0 0

0 I . . . 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...

0 0 . . . I 0 0

0 0 . . . 0 I 0

0 0 . . . 0 0 I
0 −B′ξ(k+n)(i) . . . −B′ξ(k+n)(i) 0 0


pela direita e por sua transposta à esquerda obtém-se



Qξ(k+n)(i) ∗ . . .

Ae
k+n(i) p−1(i, 1; τ)Qξ(k+n+1)(1) . . .

Ae
k+n(i) 0 . . .

...
...

. . .

Ae
k+n(i) 0 . . .

Q 1
2 (i) 0 . . .

R 1
2 (i)Fξ(k+n)(i) 0 . . .



3.3 C A S O S E M R E S T R I Ç Õ E S 19

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
...

...
...

p−1(i, nθ ; τ)Qξ(k+n+1)(nθ) ∗ ∗
0 I ∗
0 0 I


> 0, (38)

na qual
Ae

k+n(i) = Aξ(k+n)(i) + Bξ(k+n)(i)Fξ(k+n)(i).

Seja Pξ(k+n)(i) = Q−1
ξ(k+n)(i) para todo n ≥ 1. Pelo complemento de Schur a

desigualdade matricial (38) é equivalente à desigualdade quadrática de Lya-
punov

Pξ(k+n)(i)−
(
Ae

k+n(i)
)′ nθ

∑
j=1

pk+n|k(i, j)Pξ(k+n+1)(j)Ae
k+n(i)

−
[
Q(i) + F′ξ(k+n)(i)R(i)Fξ(k+n)(i)

]
≥ 0. (39)

De acordo com a equação (20),

Ek+n|k

[
Pξ(k+n+1)(θ(k + n + 1|k))

]
=

nθ

∑
j=1

pk+n|k(i, j)Pξ(k+n+1)(j),

Logo, a desigualdade (39) é equivalente a

Pξ(k+n)(i)−
(
Ae

k+n(i)
)′ ×Ek+n

[
Pξ(k+n+1)(θ(k + n + 1|k))

]
×
(
Ae

k+n(i)
)
−[

Q(i) + F′ξ(k+n)(i)R(i)Fξ(k+n)(i)
]
≥ 0.

Finalmente, multiplicando esta última expressão por x′(k + n|k) à esquerda e
por x(k + n|k) à direita, obtém-se que para n ≥ 1, é válida a desigualdade:

V(k + n)−Ek+n|k[V(k + n + 1)] ≥ ‖x(k + n|k)‖2
Q(i) + ‖u(k + n|k)‖2

R(i).

Baseando-se na restrição estocástica (33) imposta, uma cota superior do pior
caso da função custo de horizonte infinito (27) será obtida seguindo as mes-
mas ideias de [47, Seção 3]. Primeiro, tomando o valor esperado de ambos os
lados das equações (33), tem-se que:

Ek[V(k + n)]−Ek[V(k + n + 1)] ≥

Ek

[
‖x(k + n|k)‖2

Q(θ(k+n|k) + ‖u(k + n|k)‖2
R(θ(k+n|k)

]
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Somando ambos os lados da equação anterior, de n = 1 até n→ ∞, obtém-se:

n=∞

∑
n=1

(Ek[V(k + n)]−Ek[V(k + n + 1)]) = Ek[V(1 + k)]−Ek[V(2 + k)]+

Ek[V(2 + k)]−Ek[V(3 + k)] + ... + Ek[V(k + n)]− lim
n→∞

Ek[V(k + n + 1)]

≥ Ek

[
∞

∑
n=1
‖x(k + n|k)‖2

Q(θ(k+n|k) + ‖u(k + n|k)‖2
R(θ(k+n|k)

]
ou seja, para n ≥ 1

Ek[V(k + 1)]− lim
n→∞

Ek[V(k + n + 1)] ≥Ek

[
∞

∑
n=1
‖x(k + n|k)‖2

Q(θ(k+n|k)

+‖u(k + n|k)‖2
R(θ(k+n|k)

]
.

Logo, a soma infinita Ek

[
∞

∑
n=1
‖x(k + n|k)‖2

Q(θ(k+n|k) + ‖u(k + n|k)‖2
R(θ(k+n|k)

]
de termos não negativos é limitada superiormente e, portanto,

lim
n→∞

Ek

[
‖x(k + n|k)‖2

Q(θ(k+n|k) + ‖u(k + n|k)‖2
R(θ(k+n|k)

]
= 0.

Como Q(i) > 0, R(i) > 0 e P`(i) > 0, para todo i ∈ Θ, é possível concluir
que limn→∞ Ek[V(k + n + 1)] = 0. Então, para o estado inicial dado x(k) e o
modo inicial dado θ(k), tem-se:

J∞(k) =Ek

[
∞

∑
n=1
‖x(k + n|k)‖2

Q(i) + ‖u(k + n|k)‖2
R(i)

]
+ ‖x(k)‖2

Q(θ(k))

+ ‖u(k)‖2
R(θ(k))

≤ ‖x(k)‖2
Q(θ(k)) + ‖u(k)‖

2
R(θ(k)) + Ek[V(k + 1)].

Considere-se um escalar γ1 ≥ 0 tal que:

‖x(k)‖2
Q(θ(k)) + ‖u(k)‖

2
R(θ(k)) ≤ γ1

ou seja,
x′(k)(Q(θ(k))x(k) + u′(k)(R(θ(k))u(k) ≤ γ1.

Utilizando o complemento de Schur, a desigualdade acima pode ser escrita em
termos da LMI:  γ1 ∗ ∗

x(k) Q−1(θ(k)) ∗
u(k) 0 R−1(θ(k))

 ≥ 0. (40)

Considere-se ainda, um escalar γ2 tal que
γ2 ∗

A`(θ(k))x(k) + B`(θ(k))u(k) p−1(θ(k), 1; τ)Q`(1)
...

...

A`(θ(k))x(k) + B`(θ(k))u(k) 0

(41)
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. . . ∗

. . . ∗

. . .
...

. . . p−1(θ(k), nθ ; τ)Q`(nθ)

 ≥ 0,

para todo ` = 1, ..., nξ , τ = 1, ..., nτ e para θ(k) ∈ Θ.
Tomando combinação convexa de (41) sobre ` no instante k, tem-se que:

γ2 ∗
Aξ(k)(θ(k))x(k) + Bξ(k)(θ(k))u(k) p−1(θ(k), 1; τ)Qξ(k)(1)

...
...

Aξ(k)(θ(k))x(k) + Bξ(k)(θ(k))u(k) 0

. . . ∗

. . . ∗

. . .
...

. . . p−1(θ(k), nθ ; τ)Qξ(k)(nθ)

 ≥ 0,

Aplicando o complemento de Schur, obtém-se:

γ2 ≥ x′(k + 1|k)Ek(Pξ(k+1)(θ(k + 1|k))x(k + 1|k) = Ek[V(k + 1)]

para todo τ = 1, ..., nτ e para θ(k) ∈ Θ. Então,

Ek[V(k + 1)] ≤ γ2,

Tem-se, ainda, que se (40) e (41) são factíveis, então

J∞(k) ≤ γ1 + γ2

isto é, γ1 + γ2 é uma cota superior para a função custo J∞(k).
É possível escrever o problema de otimização para o MPC irrestrito dado pelas
equações (19)−(23) como um problema de minimização. Em outras palavras,
uma cota superior será encontrada se o seguinte problema de minimização
tem solução para cada instante de tempo n:

min
γ1,γ2,u(n),G`(i),Q`(i),Y`(i)

γ1 + γ2 (42)

sujeito a (34), (40) e (41)

Note que as desigualdades matriciais (40) e (41) são similares às desigual-
dades (15) e (16) em Lu, Li e Xi [47], respectivamente. Neste capítulo, para
i ∈ Θj,τ

+ = {i ∈ Θ; p(i, j; τ) > 0}, as matrizes Q1(i) da desigualdade (16) de
[47] foram trocadas por Q`(i) para todo ` = 1, ..., nξ na equação (41).

O próximo Teorema indica a condição de factibilidade do problema de oti-
mização (42) e de estabilidade em malha fechada do sistema (19)−(23).
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Teorema 3.1. Considere o MJLS incerto e irrestrito descrito pelas equações (19)-
(23). Se existir uma solução para o problema de otimização (42) em cada ins-
tante de tempo k para o estado inicial x(k) e o modo inicial i = θ(k), existirá
também uma solução em qualquer instante de tempo t ≥ k e; o controlador MPC
baseado no problema (42) garante estabilidade do sistema em malha fechada no
sentido de convergência em média quadrática.

A demonstração do Teorema 3.1 segue passos similares à demonstração do
Teorema 3 em [64] será omitida aqui.

3.4 C A S O C O M R E S T R I Ç Õ E S

Nesta seção um novo conjunto de LMIs com respeito ao usado em [47, Seção
3.2] é proposto, no contexto de projeto MPC para o MJLS representado pe-
las equações (19)−(21). São consideradas restrições rígidas nas entradas de
controle e nos estados do sistema dadas respectivamente, por (24) e (25). A
menos que se indique o contrário, os mesmos passos da Seção 4 em [47] são
seguidos para o projeto.

Considere o funcional de Lyapunov dado por:

V(k + n) = ‖x(k + n|k)‖2
W−1

ξ(k+n)(θ(k+n|k)), n ≥ 1. (43)

Para cada θ(k + n|k) = i, i ∈ Θ, W−1
ξ(k+n)(i) são matrizes de ponderação

simétricas positivas definidas dadas pela combinação convexa W−1
ξ(k+n)(i) =

nξ

∑
`=1

ξ`(k + n)W−1
` (i). As matrizes W`(i) e as suas inversas W−1

` (i) devem ser

determinadas resolvendo um problema de otimização associado ao MPC ro-
busto proposto. Além disso, as restrições sobre V(k + n) dadas abaixo são
importantes para garantir factibilidade recursiva, como mostrado em [47]:

V(k + 1) ≤ 1; (44)

V(k + n + 1) ≤ V(k + n), n ≥ 1. (45)

Observe que a desigualdade (25), para n = 1, é equivalente à desigualdade:

−xj ≤ ψj[A`(θ(k))x(k) + B`(θ(k))u(k)] ≤ xj, j = 1, ..., nψ, ` = 1, ..., nξ ;
(46)

e que a restrição (24), para n = 0, pode ser reescrita como:

−[u(k)]j ≤ [u(k)]j ≤ [u(k)]j, j = 1, ..., nu. (47)

O próximo Lema apresenta condições LMIs que garantem a validade das res-
trições (44) e (45).

Lema 3.2. Considere o modo inicial θ(k) e o estado inicial x(k) dados. As res-
trições rígidas nas entradas, dadas por (24), para n ≥ 1 e nos estados, dadas
por (25), para n ≥ 2, junto com as desigualdades (44) e (45) são válidas, se
as desigualdades (46) se verificarem e, se existirem matrizes simétricas W`(i),



3.4 C A S O C O M R E S T R I Ç Õ E S 23

U`(i), X`(i), G`(i), Y`(i), Zh(i) e Wh(i), com i ∈ Θj,τ
+ = {i ∈ Θ; p(i, j; τ) > 0},

j ∈ Θ e `, h = 1, ..., nξ; tais que as LMIs:

[
1 ∗

A`(θ(k))x(k) + B`(θ(k))u(k) W`(i)

]
≥ 0, (48)

 G′`(i) + G`(i)−W`(i) ∗ ∗
A`(i)G`(i) Wh(j)− R`h(i) ∗
−Y`(i) Zh

′B′`(i)−Wh(i) Zh(i) + Z′h(i)

 > 0, (49)


[
U`(i) Y`(i)

∗ G′`(i) + G`(i)−W`(i)

]
> 0,

[U`(i)]jj ≤ u2
j ,

(50)


[
X`(i) ψW`(i)

∗ W`(i)

]
≥ 0,

[X`(i)]jj ≤ x2
j ,

(51)

sejam factíveis, nas quais [.]jj denota o elemento na linha j e na coluna j das
matrizes correspondentes, sendo

R`h(i) = B`(i)Wh(i) + W ′h(i)B′`(i).

Demonstração: Pelo complemento de Schur, assumindo que (25) é satis-
feita para n = 1; tem-se que (46) é satisfeita. As restrições (44) e (48) são
equivalentes. De fato, V(k + 1) ≤ 1, se, e somente se,

x′(k + 1)W−1
ξ(k+1)(θ(k + 1|k))x(k + 1) ≤ 1

ou seja,

x′(k)[Aξ(k+1)(θ(k)) + Bξ(k+1)(θ(k))Fξ(k+1)(θ(k))]
′W−1

ξ(k+1)(θ(k + 1|k))

× [Aξ(k)(θ(k)) + Bξ(k)Fξ(k+1)(θ(k))]x(k) ≤ 1

que é equivalente a

x′(k)[A`(θ(k)) + B`(θ(k))F`(θ(k))]′W−1
` (θ(k + 1|k))

× [A`(θ(k)) + B`(θ(k))F`(θ(k))]x(k) ≤ 1,

e utilizando o complemento de Schur, a última desigualdade é equivalente à
LMI (48).

As restrições (24) para n ≥ 1 são garantidas por (50) e as restrições (25)
para n ≥ 2 são garantidas por (51) ver [47] para mais detalhes. Assim, resta
provar que a factibilidade das LMIs em (49) garante que a restrição (45) seja
satisfeita.

Assuma que (49) é válida para matrizes simétricas positivas definidasW`(i)
e matrizes G`(i), Y`(i) de dimensões apropriadas. De maneira similar ao Lema
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3.1, pode-se concluir que G′`(i)W
−1
` (i)G`(i) ≥ G′`(i) + G`(i) −W`(i) > 0 e

(49), portanto, G′`(i)W
−1
` (i)G`(i) ∗ ∗

A`(i)G`(i) Wh(j)− R`h(i) ∗
−Y`(i) Zh

′B′`(i)−Wh(i) Zh(i) + Z′h(i)

 > 0,

e multiplicando essa última desigualdade por G−1′
` (i) 0 0

0 I 0

0 0 I

 ,

pela esquerda e por sua transporta à direita, obtém-se W
−1
` (i) ∗ ∗

A`(i) Wh(j)− R`h(i) ∗
−F`(i) Zh

′B′`(i)−Wh(i) Zh(i) + Z′h(i)

 > 0, (52)

na qual F`(i) = G−1
` (i)Y`(i). Tomando combinações convexas de (52) sobre

` e h e associando-as com ξ(k + n) e ξ(k + n + 1), respectivamente, como foi
feito na demonstração do Lema 3.1, tem-se:

W−1
ξ(k+n)(i) ∗ . . .

Aξ(k+n)(i) Wξ(k+n)(j)− R(i) . . .

−Fξ(k+n)(i) Z′ξ(k+n+1)(i)B
′
ξ(k+n)(i)−Wξ(k+n+1)(i) . . .

∗
∗

Zξ(k+n+1)(i) + Z′ξ(k+n+1)(i)

 > 0, (53)

sendo

R(i) = Bξ(k+n)(i)Wξ(ξ(k+n+1))(i) + W′ξ(k+n+1)(i)B
′
ξ(k+n)(i).

Multiplicando (53) por 
I 0

0 I
0 −B′ξ(k+n)(i)


pela direita e por sua transposta à esquerda, segue que W−1

ξ(k+n)(i) ∗
Aξ(k+n)(i) + Bξ(k+n)(i)Fξ(k+n)(i) Wξ(k+n+1)(j)

 > 0.
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Utilizando o complemento de Schur, a última desigualdade implica que

W−1
ξ(k+n)(i)−

[
Aξ(k+n)(i) +Bξ(k+n)(i)Fξ(k+n)(i)

]′
W−1

ξ(k+n+1)(j)

×
[
Aξ(k+n)(i) + Bξ(k+n)(i)Fξ(k+n)(i)

]
≥ 0,

multiplicando à esquerda por x′(k + n|k) e à direita por x(k + n|k), obtém-se:

x′(k + n|k)
{

W−1
ξ(k+n)(i)−

[
Aξ(k+n)(i) +Bξ(k+n)(i)Fξ(k+n)(i)

]′
W−1

ξ(k+n+1)(j)

×
[
Aξ(k+n)(i) + Bξ(k+n)(i)Fξ(k+n)(i)

] }
× x(k + n|k) ≥ 0,

a qual corresponde à desigualdade (45).

O MPC robusto com restrições nas entradas e estados pode ser resolvido
como um problema de minimização e pode ser visto como uma extensão
de (42) com a inclusão do Lema 3.2 para garantir a restrição de contractivi-
dade estocástica (33). Além disso, para garantir que as restrições na entrada
sejam satisfeitas em n = 0 e que as restrições dos estados sejam satisfeitas
para n = 1, escolhendo apropriadamente ũ(k), é necessário considerar ex-
plicitamente (46) e (47). Especificamente, melhorias significativas podem ser
obtidas, como é mostrado na Seção (3.6), considerando (49) ao invés das de-
sigualdades da equação (21) de [47]. Finalmente, o controlador MPC robusto
é, então obtido, se o seguinte problema de otimização for factível:

Problema 3.1.

min
γ1, γ2, u(n), G`(i), Q`(i), Y`(i), W`(i),U (i),X (i)

γ1 + γ2 (54)

sujeito a (34), (40), (41), (46)− (51)

A condição de estabilidade em malha fechada do sistema restrito (19)-(25)
sob o controlador MPC obtido de (54) é estabelecida pelo Teorema a seguir.

Teorema 3.2. Considere o seguinte MJLS incerto descrito pelas equações (19)-
(25). Se existir uma solução factível do problema de otimização (54) no instante
k para o estado inicial x(k) e o modo inicial θ(k), existirá também uma solução
factível em qualquer instante t ≥ k e, além disso, o controlador MPC robusto
baseado no problema (54) garante estabilidade no sentido de convergência da
média quadrática para o sistema em malha fechada.

Demonstração: A demonstração deste Teorema segue passos similares à
demonstração apresentada em [47, Teorema 2] do seguinte modo:

( I ) Primeiramente, prova-se a factibilidade recursiva: considere o MJLS des-
crito pelas equações (19)−(25), com estado inicial x(k) e modo inicial
θ(k). Suponha que existe uma solução ótima para o problema de otimi-
zação (54) no instante k dada por

r∗n ={γ?
1(k), γ?

2(k), u∗(k), G?
1 (k), ..., G?

nξ
(k), Y?

1 (k), ..., Y?
nξ
(k), Q?

1(k), ..., Q?
nξ
(k),

Z?
1 (k), ..., Z?

nξ
(k),W?

1 (k), ...,W?
nξ
(k),U ?

1 (k), ...,U ?
nξ
(k),X ?

1 (k), ...,X ?
nξ
(k)}.
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Visto que esta solução satisfaz as desigualdades (34) e (41), do Lema
3.1 obtém-se que a contractividade estocástica (33) é factível. Portanto,

V(k + 1)−Ek+1[V(k + 2)] ≥‖x(k + 1|k)‖2
Q(θ(k+1|k))

+ ‖u(k + 1|k)‖2
R(θ(k+1|k))

ou seja,

V(k + 1) ≥Ek+1[V(k + 2)] + ‖x(k + 1|k)‖2
Q(θ(k+1|k))

+ ‖u(k + 1|k)‖2
R(θ(k+1|k)).

Ademais, de (41) tem-se que γ?
2(k) ≥ Ek[V(k + 1)]. Portanto, é possível

concluir que:

γ?
2(k) ≥ Ek

[
Ek+1[V(k + 2)] + ‖x(k + 1|k)‖2

Q(θ(k) + ‖u(k + 1|k)‖2
R(θ(k))

]
para todas as realizações de incertezas em (21) e (23). Além do mais,
das restrições (44) e (45), obtém-se que 1 ≥ V(k+ 1) ≥ V(k+ 2). Então,
obtém-se a desigualdade:

γ?
2(k) ≥Ek[Ek+1[V(k + 2)] + ‖x(k + 1|k)‖2

Q(θ(k)) + ‖u(k + 1|k)‖2
R(θ(k))]

≥ Ek[γ1(k + 1) + γ2(k + 1)],

na qual γ2(k + 1) = max
[Ak+1(θ(k+1))Bk+1(θ(k+1))]

Ek+1[V(k + 2)]. Pode se ve-

rificar que r?k+1 é também uma solução para o problema de otimização,
para o qual

r?k+1 ={γ1(k + 1), γ2(k + 1), Y∗` (θ(k + 1))G∗` (θ(k + 1)), G?
1 (i), ..., G?

L(i),

Y?
1 (i), ..., Y?

L (i), Q?
1(i), ..., Q?

nξ
(i), Z?

1 (i), ..., Z?
nξ
(i),W?

1 (i), ...,W?
nξ
(i),

U ?
1 (i), ...,U ?

L (i),X ?
1 (i), ...,X ?

nξ
(i)}

Por indução, segue que o problema de otimização (54) é factível se for
factível para o instante de tempo k.

( I I ) Demonstração de estabilidade em malha fechada: De acordo com a de-
finição (3.1), o sistema (19)−(25) é estável em média quadrática para
um estado inicial dado x0 e modo inicial θ0 se E[x′(k)x(k)]→ 0 quando
k → ∞. Como ‖x(k)‖2

Q(i) + ‖u(k)‖
2
R(i) ≤ γ?

1(k) e Ek[γ1(k + 1) + γ2(k +
1)] ≤ γ?

2 , segue que

‖x(k)‖2
Q(i) + ‖u(k)‖

2
R(i) + Ek[γ1(k + 1) + γ2(k + 1)] ≤ γ?

1(k) + γ?
2(k).
(55)

De acordo com o princípio de otimalidade, pela otimização no instante
k + 1, γ1(k + 1) + γ2(k + 1) será ainda mais reduzido. Logo, de (55),
obtém-se:

∞

∑
k=0

(γ?
1(k) + γ?

2(k)) ≥
∞

∑
k=0

(
‖x(k)‖2

Q(θ(k)) + ‖u(k)‖
2
R(θ(k))

+Ek [γ1(k + 1) + γ2(k + 1)])
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Assim, o conjunto {γ?
1(k) + γ?

2(k), k = 0, 1, 2, ...} é uma supermartingale
[84]. Tomando o valor esperado em ambos os lados da desigualdade
condicional acima para k = 0, obtém-se:

E0

[
∞

∑
k=0

(γ?
1(k) + γ?

2(k))

]
≥E0

[
∞

∑
k=0

(
‖x(k)‖2

Q(θ(k)) + ‖u(k)‖2
R(θ(k))+

Ek[γ1(k + 1) + γ2(k + 1)]
)]

isto é,

γ?
1(0) + γ?

2(0)−E0 [γ1(k + 1) + γ2(k + 1)] ≥E0

[ ∞

∑
k=0

(
‖x(k)‖2

Q(θ(k))

+ ‖u(k)‖2
R(θ(k))

)]
.

Portanto, pode-se concluir que E0

[
∞

∑
k=0

(
‖x(k)‖2

Q(θ(k)) + ‖u(k)‖
2
R(θ(k))

)]
é limitado superiormente. Além disso, para todo k tal que x(k) 6= 0,

E0

[
‖x(k)‖2

Q(θ(k)) + ‖u(k)‖
2
R(θ(k))

]
> 0.

Então E0

[
∞

∑
k=0

(
‖x(k)‖2

Q(θ(k)) + ‖u(k)‖
2
R(θ(k))

)]
é o valor esperado de

uma soma infinita de uma sequência de termos positivos e é limitado
superiormente. Assim sendo,

lim
k→∞

E0

[
‖x(k)‖2

Q(i) + ‖u(k)‖
2
R(i)

]
= 0

o que implica que lim
k→∞

E0
[
‖x(k)‖2] = 0, pois Q(θ(k)) e R(θ(k)) são

matrizes positivas definidas. Ante o exposto obtém-se estabilidade no
sentido de convergência em média quadrática para o sistema (19)−(25).

˜
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Os Teoremas 1 e 2 neste capítulo podem ser adaptados para abranger o caso
multi-passos de lei de controle por realimentação de estados dependente do
modo (30) de maneira similar ao caso investigado em [47].

Uma estratégia possível para obter condições suficientes para resolver o
problema (26) neste caso, é simplesmente reescrever algumas variáveis de
uma forma apropriada nos Lemas 3.1 e 3.2. De fato, é suficiente substituir,
nesses Lemas, Y`(i) por Yn

` (i), Q`(i) por Qn
` (i) e G`(i) por Gn

` (i), para todo
` = 1, ..., nξ , n = 1, . . . , N e i ∈ Θj,τ

+ . Além disso, na LMI (34) Q̂`h(α) é substi-
tuído por Q̂n+1

`h (α) = p−1(i, α; τ)Qn+1
h (α)− R`h(i), e na LMI (48)W`(i) é subs-

tituído por W1
` (i). Além de que, as matrizes de Lyapunov, Pξ(k+n)(i) de (31)

são substituídas por

Pn
ξ(k+n)(i) =

nξ

∑
`=1

ξ`(k + n)Pn
` (i), ∀i ∈ Θ, ∀n ≥ 1,
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nas quais, para n ≥ N, Pn
ξ(k+n)(i) = PN

ξ(k+n)(i). O mesmo é feito para as
matrizes de Lyapunov Wξ(k+n)(i) in (43) que são substituídas por

W−n
ξ(k+n)(i) =

nξ

∑
`=1

ξ`(k + n)W−n
` (i), ∀i ∈ Θ, ∀n ≥ 1,

sendo que para n ≥ N e j ∈ Θ, W−n
ξ(k+n)(i) = W−N

ξ(k+n)(i). Levando em conta
essas modificações com respeito a n, podem ser obtidas novas condições base-
adas em LMIs menos conservativas para controle de realimentação de estados
multi-passos dependentes do modo de Markov de uma maneira similar àquela
que foi feita em [47], com a possível desvantagem de se ter que otimizar um
número de matrizes de realimentação nξ vezes maior.

3.6 E S T U D O D E C A S O S

Nesta seção são apresentadas três exemplos para ilustrar a efetividade do mé-
todo proposto. Em todos os exemplos, adota-se o sistema linear com saltos
Markovianos com três modos de operação, adaptado de [15] e [47].
Para o modo i = 1, as matrizes do sistema são dadas por:

A1(1) =

[
0 1

−2.6 3.3

]
, A2(1) =

[
0 1

−2.4 3.1

]
, B1(1) =

[
0

1

]
,

B2(1) = B1(1).
Para o modo i = 2, as matrizes do sistema são:

A1(2) =

[
0 1

−4.4 4.6

]
, A2(2) =

[
0 1

−4.2 4.6

]
, B1(2) =

[
0

1

]
,

B2(2) = B1(2).
E finalmente, para o modo i = 3, as matrizes do sistema são:

A1(3) =

[
0 1

5.4 −5.3

]
, A2(3) =

[
0 1

5.2 −5.1

]
, B1(3) =

[
0

1

]
,

B2(3) = B1(3).
As matrizes de ponderação simétricas para os modos i = 1, 2 e 3 são dadas,
respectivamente por:

Q(1) =
[

0.01 0

0 0.01

]
, Q(2) =

[
0.01 0

0 0.01

]
, Q(3) =

[
0.01 0

0 .011

]
,

R(1) = R(2) = R(3) = 0.01.

Os vértices da matriz e probabilidades de transição são:

P1 =

 0.55 0.23 0.22

0.36 0.35 0.29

0.32 0.16 0.52

 , P2 =

 0.79 0.11 0.10

0.27 0.53 0.20

0.23 0.07 0.70


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O exemplo acima é uma adaptação do exemplo de [47], também adaptado de
[6], baseado no modelo macroeconômico multiplicador-acelerador de Samuel-
son, publicado em 1939. Em [6], são usados dados reais do Departamento de
Comércio dos Estados Unidos (1971) dos anos de 1929 a 1971 dispostos na Ta-
bela 1 em que o parâmetro s representa a tendência marginal para a poupança
sendo 1

s o multiplicador, w é o coeficiente de aceleração relacionando o inves-
timento privado induzido pela variação do produto interno bruto comparado
com os períodos anteriores. Os modos são i = 1, 2, 3 denotando respectiva-
mente, os modos "normal" , "expansão” e "depressão".

Tabela 1: Modos de operação do modelo multiplicador-acelerador de Samuelson.

Modo i Nome Descrição wi si

1 Normal Nível médio para s e w 2.5 0.3

2 Expansão Nível alto para w e baixo para s 47.3 -0.7

3 Depressão Nível baixo para w e alto para s -5.3 0.9

3.6.1 Caso 1

O primeiro exemplo segue diretamente do MPC com restrições considerando
um passo, ou seja, N = 1 (controlador III) do exemplo dado em [47]. Neste
caso particular, o valor máximo da entrada é 1; isto é, u(i) = 1, i ∈ Θ; o
estado inicial x0 = [1 1]′, o modo inicial é θ0 = 1 e 250 realizações possíveis
da cadeia de Markov foram consideradas.

A Figura 3 retrata a resposta média ao estado do sistema MJLS sob o con-
trolador III, projetado usando a abordagem proposta em [47] (deste ponto
em diante denominado original) e usando a sequência de controle obtida por
meio do problema de otimização (54) na abordagem MPC. Note que uma res-
posta de estado rápida foi obtida utilizando o controlador proposto. A média
da entrada de controle é mostrada na Figura 4.

Para ilustrar que o novo controlador alcança melhores resultados, o custo
de controle para ambos os controladores foi calculado e é mostrado 1

O controlador proposto obtido pelo problema de minimização (54) foi tes-
tado em muitos outros exemplos adotados de [47] e o desempenho foi, ao
menos igual ao desempenho do controlador em [47]. Por exemplo, se N = 3
é escolhido os resultados usando o controlador IV de [47] e aquele obtido
usando a extensão MPC multi-passos em (54), como discutido na Seção 3.5,

1 Note que os resultados para o custo médio apresentados na Tabela 2 são um pouco maiores que
em [47] devido à simulação mais longa, 100 em vez de 80, e ao maior número de realizações,
250 em vez de 100.

Tabela 2: Custo médio aproximado sobre as 250 realizações para um passo N = 1.

[47] – controlador III controlador MPC proposto

0.1744 0.1599
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Figura 3: Resposta ao estado: Figure 1) x1(k) e Figure 2) x2(k). A linha contínua
indica a resposta média ao estado utilizando o controlador III em [47] e a
linha pontilhada indica a resposta média ao estado utilizando (54).

são bastante semelhantes, com uma vantagem maior para o primeiro no que
diz respeito ao custo computacional.

3.6.2 Caso 2

Neste exemplo foi feita uma pequena mudança na matriz de controle B, de

um dos modos do exemplo anterior, isto é, B1(2) =

[
0.4

1

]
é considerada em

vez de B1(2) =

[
0

1

]
, para o controlador usando um passo (N = 1). Nesta

nova situação a região máxima de factibilidade usando o controlador proposto
pelo problema de minimização (54) na abordagem MPC é maior que a região
calculada usando o controlador III dada em [47] (isto é, usando o original)
como pode ser visto na Figura 5. Vale ressaltar que usando solvers diferentes
tais como LMILab, Mosek [1] e SDPT3 não fez diferença no que diz respeito a
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Figura 4: Entrada de controle: a linha sólida indica a media das entradas de controle
usando o controlador III em [47] e a linha pontilhada indica a média da
entrada de controle usando o problema de minimização (54).

Figura 5: Região máxima de factibilidade, problema com restrição na entrada: u(i) =
1, ∀i ∈ Θ, e N = 1. O parser Yalmip [43] e o solver SeDuMi foram usados
para plotar a região.

encontrar a região viável. Caso o número de passos seja definido como N = 3,
a região de factibilidade máxima calculada usando a extensão MPC de várias
etapas para o problema de minimização (54), foi discutido na seção 3.5, é
novamente maior que a região máxima utilizando o controlador IV em [47]
como pode ser visto na figura 6. Note que a região máxima de factibilidade se
torna maior em ambos os controladores quando N cresce.

3.6.3 Caso 3

Neste exemplo, a matriz de entrada é novamente modificada para mostrar que
a estratégia de controle proposta pode ainda encontrar solução quando o con-
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Figura 6: Região máxima de factibilidade, problema com restrição na entrada: u(i) =
1, ∀i ∈ Θ, e a extensão para o caso multi-passos N = 3 no problema de
otimização (54), como discutido na Seção 3.5, e o controlador IV em [47].
O parser Yalmip [43] e o parser SeDuMi foram usados para plotar a região.

trolador de [47] já não pode. As matrizes de entrada modificadas utilizadas
são:

B1(1) =

[
0.1

1

]
, B2(1) =

[
−0.1

0.9

]
, B1(2) =

[
0.2

1

]
, B2(2) =

[
−0.1

1

]
,

B1(3) =

[
0.2

0.85

]
, B2(3) =

[
−0.2

0.9

]
.

A Figura 7 representa a região máxima de factibilidade para ambos os mé-
todos no caso de um passo (N = 1). A região encontrada usando o método
em [47] não pode ser vista na figura, visto que é uma região muito pequena
em torno da origem que pode ser causada por imprecisões numéricas.

Para verificar se a região máxima de factibilidade se torna maior com o au-
mento do número de passos à frente, a saber, N = 3, é utilizada a extensão
MPC de multi-passos proposta para (54), discutida na Seção 3.5. A Figura
8 mostra um crescimento da região máxima de factibilidade para o método
proposto neste trabalho. A região é maior para o controlador IV em [47] com-
parada com a região obtida para o caso N = 1 controlador III em [47], porém,
pode ser detectado que a região máxima de factibilidade ainda é pequena e
reside dentro de uma região circular com raio igual a 1× 10−4 em torno da
origem, o que é, provavelmente, devido à imprecisão numérica.

3.7 P R O D U Ç Ã O R E L A C I O N A D A

O estudo apresentado no Capítulo 3 deu origem ao artigo:

• R. O. Lopes, E. M. A. M. Mendes, L. A. Tôrres and R. M. Palhares. Cons-
trained robust model predicted control of discrete-time Markov jump
linear systems. IET Control Theory & Applications [44].
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Figura 7: Região máxima de factibilidade, problema com restrição na entrada com
valor máximo: u(i) = 1, ∀i ∈ Θ, com N = 1 abordado por [47]. O parser
Yalmip e o parser LMILab foram usados para plotar a região. A região de
factibilidade calculada usando o método proposto em [47] não é visível
visto que é, provavelmente, composta apenas pela origem.

Figura 8: A região máxima de factibilidade do problema com restrição na entrada:
u(i) = 1, ∀i ∈ Θ, e N = 3 para ambas as abordagens em [47] e na extensão
para multi-passos (54), como discutido na Seção 3.5. O parser Yalmip e
o solver LMILab foram usados para plotar a região. A região máxima de
factibilidade do algoritmo proposto em [47] não é visível, visto que é uma
região pequena dentro de uma região circular de área igual a 1× 10−4 em
torno da origem.





4
M P C R O B U S T O D E H O R I Z O N T E F I N I T O A P L I C A D O A M J L S
S UJ E I T O A R U Í D O A D I T I V O

Neste capítulo, desenvolve-se um algoritmo de controle preditivo robusto ba-
seado em modelo para uma classe de sistemas lineares sujeitos a parâmetros
incertos variantes no tempo, saltos Markovianos e ruído aditivo. Considera-se
incertezas politópicas nas matrizes do sistema. Obtém-se condições por meio
de LMIs para o projeto MPC nos casos sem restrições e com restrições de
segundo momento nos estados do sistema e nas entradas de controle, respecti-
vamente. A abordagem está baseada em uma estratégia de predição recursiva
de um MPC robusto de horizonte finito, como uma tentativa de resolver o pro-
blema de controle ótimo que ainda permanece sem solução na literatura. Uma
simulação numérica será dada para ilustrar a efetividade do método proposto.

4.1 F O R M U L A Ç Ã O D O P R O B L E M A

Considere (Ω,F, {Fk}, P) , o espaço de probabilidade com condições usuais de
filtragem {Fn, n ≥ 0} [16, Seção 2.3] que regula a evolução do sistema linear
de saltos Markovianos e variação de parâmetros dado pela equação:

x(k + 1) =Aξ(k)(θ(k))x(k) + Bξ(k)(θ(k))u(k) + H(θ(k))w(k),

k ≥ k0 , x(k0) = x0, θ(k0) ∼ µ0,
(56)

na qual, x(k) ∈ Rnx , u(k) ∈ Rnu , e w(k) ∈ Rnw denotam os estados do sistema,
as entradas de controle e o ruído de distúrbio aditivo, respectivamente. O pro-
cesso {θ(k); k ≥ k0} representa uma cadeia de Markov discreta no tempo,
tomando valores no conjunto Θ = {1, . . . , nθ} com matriz de probabilidade
de transição P = [p(i, j)]i,j∈Θ em que p(i, j) := Pr[θ(k + 1) = j|θ(k) = i].
O processo de ruído de distúrbio aditivo {w(k), k ≥ k0} tem média zero
e matriz de covariância Σ := E[w(k)w(k)′] para todo k ≥ k0. Além disso,
{w(k), k ≥ k0} é independente de {θ(k), k ≥ k0}. O estado da cadeia de Mar-
kov em um certo instante de tempo k + n, n ≥ 0 condicionado ao instante
de tempo k, isto é, θ(k + n|k) é determinado de acordo com uma distribui-
ção µk+n|k ≡ Pr(θ(k + n) = i|Fk), em que i ∈ Θ, e tal que a distribuição
do estado inicial da cadeia é dada pelo vetor de dimensão nθ definido como:
µk+n|k = (P′)k+nµk|k=[µk+n|k(1), . . . , µk+n|k(i), . . . , µk+n|k(nθ)]

′.
As matrizes H(i) ∈ Rnx×nw , i ∈ Θ, são dadas. Considerando o simplex uni-

tário definido em (22), para cada θ(k) = i ∈ Θ, as matrizes Aξ(k)(i) e Bξ(k)(i)
dependem dos parâmetros variantes no tempo ξ(k) ∈ Ξnξ são definidas em
(23).

35
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Considere o critério de custo linear quadrático de horizonte finito associado
ao sistema (56), para qualquer lei de controle admissível u = (u(k), u(k +
1), . . . , u(k + N − 1)), como:

Jk
N(u) =

N−1

∑
n=0

E
[

x′(k + n)Q(θ(k + n))x(k + n) + u′(k + n)R(θ(k + n))

× u(k + n)
]
+ E

[
x′(N)Q̃(θ(N))x(N)

]
,

(57)

em que N < ∞ representa um horizonte de predição de N estágios; as matri-
zes de ponderações são Q̃(θ(N)) ∈ Snx0,Q(θ(k+n)) ∈ Snx0, eR(θ(k+n)) ∈
Snu+, com n = 0, . . . , N − 1. O princípio de horizonte retrocedente será apli-
cado, ou seja, o custo (57) sujeito às restrições de segundo momento dadas
por

Ex0, µ0 [x(k)x(k)′] ≤ Xmax , k ≥ k0,

Ex0, µ0 [u(k)u(k)
′] ≤ Umax , k ≥ k0,

(58)

nas quais Ex0, µ0 [.] := E[.|x(k0) = x0, θ(k0) ∼ µ0], deve ser minimizado em
cada instante de tempo k ≥ k0.

O problema descrito acima é uma formulação popular de um problema de
regulação que tem o objetivo de manter o estado do sistema próximo à origem.
A função de custo quadrático induz uma penalidade alta para grandes desvios
do estado a partir da origem e para ações de controle de grande intensidade,
mas uma penalidade relativamente pequena para pequenos desvios e ações de
controle de baixa intensidade. Além disso, o custo quadrático leva a uma boa
solução analítica ([4, pág. 130]).

Problema 4.1. O problema de controle ótimo é o de encontrar u∗ tal que

u∗ = arg min
u

Jk
N(u), sujeito a (56) e (58).

Para buscar uma solução para esse problema, utiliza-se a estratégia de hori-
zonte retrocedente, combinada com uma lei de controle dependente do tempo
e do modo escrita como realimentação linear de estados na forma:

u(k + n) = Fk+n(θ(k + n))x(k + n), 0 ≤ n ≤ N − 1. (59)

Isto é, para cada instante de tempo k ≥ k0, aplicando-se a lei de controle (59),
uma sequência {Fk+n(θ(k + n))} , n = 0, . . . , N − 1 é obtida e uma solução
subótima para o Problema de Controle Ótimo 4.1 é encontrada. Apenas a pri-
meira entrada u(k) = Fk(θ(k))x(k) é implementada, e a otimização é repetida
no próximo instante de tempo k + 1, desta vez baseando-se no novo estado
x(k + 1).

Observação 4.1. A novidade da abordagem proposta está no fato de que o Pro-
blema 4.1 considera robustez que depende de conjuntos politópicos variantes
no tempo. O Problema 4.1 ainda está aberto na literatura porque não existe
uma solução algébrica. Desta forma, mais uma contribuição nesta tese é de-
senvolver condições por meio de desigualdades matriciais lineares para se ob-
ter uma cota superior para a função custo, ou seja, uma sequência de controle
û = {ûk, ûk+1 . . . , ûk+N−1} tal que minu Jk

N(u) ≤ Jk
N(û), supondo que os modos

de Markov estão disponíveis para o controlador.
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Para toda sequência M ∈ Sn+ o operador E(M) =(E1(M), . . . , Enθ
(M)) é

definido como em [15]:

Ei(M) :=
nθ

∑
j=1

p(i, j)M(j). (60)

A próxima seção apresenta resultados preliminares que dão suporte aos re-
sultados principais.

4.2 R E S U LTA D O S AU X I L I A R E S

Para simplificar a notação, em tudo que segue supõe-se que o estágio inicial
k0 = 0, de modo que Jk

N(u) = J0
N(u).

Suponha que x(q) = x ∈ Rnx e θ(q) = i ∈ Θ são conhecidos para algum
q ∈ {0, . . . , N− 1}. Então o custo parcial ou intermediário (em Inglês “cost-to-
go”) associado ao funcional (57) fica sendo

JN,q(u) :=
N−1

∑
n=q

E
[

x′(n)Q(θ(n))x(n) + u′(n)R(θ(n))u(n)
∣∣x(q) = x, θ(q) = i

]
+ E

[
x′(N)Q̃(θ(N))x(N)|x(q) = x, θ(q) = i

]
, (61)

com entradas de controle da forma u(n) = Fn(θ(n))x(n), n = q, . . . , N − 1.
Note de (57) e (61) que J0

N(u) = JN,0(u). Além disso, substituindo (59) em
(61) obtém-se

JN,q(u) =
N−1

∑
n=q

E

[
x′(n)

(
Q(θ(n)) + F′n(θ(n))R(θ(n)Fn(θ(n))

)
x(n)

∣∣∣
x(q) = x, θ(q) = i

]
+ E

[
x′(N)Q̃(θ(N)x(N)

∣∣x(q) = x, θ(q) = i
]

.

(62)

Objetivando lançar mão do princípio da otimalidade de Bellman [5], o pro-
blema de minimizar a função custo Jk

N(u) dada por (57) será transformado
em um problema intermediário, em que o desempenho da função de custo
intermediário (61) de N − q estágios (reverso em q) deve ser otimizado. Para
este fim, funcionais auxiliares Vn : Rnx ×Θ→ R+ são definidos tais que:

Vn(x(n), θ(n)) = x′(n)Pn(θ(n))x(n) + αn(θ(n)), n = 0, . . . , N, (63)

nos quais as matrizes Pn(i), e escalares αn(i); i = 1, . . . , nθ, n = 0, . . . , N;
devem satisfazer a recorrência:

Pn(i) = Q(i) + F′n(i)R(i)Fn(i) + Ā′n(i)Ei(Pn+1)Ān(i) , n = 0, . . . , N − 1,

PN(i) = Q̃(i) (64)

e, Fn(i), i = 1, . . . , nθ, n = 0, . . . , N − 1 são dados, com Ān(i) = Aξ(n)(i) +
Bξ(n)(i)Fn(i), e

αn(i) = Ei(αn+1) + Tr
{

H′(i)Ei(Pn+1)H(i)Σ
}

, 0 ≤ n ≤ N − 1,

αN(i) = 0. (65)
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O próximo resultado representa um passo importante para a demonstra-
ção da principal contribuição deste capítulo, pois garante que Vq(x(q), θ(q)) é
igual a JN,q(u) sempre que Fq = {x(q), θ(q)}.

Lema 4.1. Fixe q ∈ {0, ..., N}, e assuma que o par (θ(q), x(q)) é conhecido.
Então

JN,q(u) = Vq(x(q), θ(q)). (66)

Demonstração: Indução reversa sobre n é usada nesta prova. Para a condi-
ção inicial n = N, obtém-se de (63) que

VN(x(N), θ(N)) = x′(N)PN(θ(N))x(N) + αN(θ(N)). (67)

Visto que αN(i) = 0 em (65) e PN(i) = Q̃(i) em (64), segue que o lado direito
de (67) é igual a

x′(N)PN(θ(N))x(N) = VN(x(N)),

e, portanto, JN,N(u) = VN(x(N), θ(N)). Este argumento demonstra o resul-
tado em (66) para q = N.

Agora, assuma que JN,q+1(u) = Vq+1(x(q + 1), θ(q + 1)). Esta hipótese é
usada para mostrar a validade de (66). De fato,

JN,q(u) =
N−1

∑
n=q

E
[
x′(n)Q(θ(n))x(n) + u′(n)R(θ(n))u(n) |Fq

]
+ E

[
x′(N)Q̃(θ(N))x(N) |Fq

]
= x′(q)Q(θ(q))x(q) + u′(q)R(θ(q)))u(q)

+
N−1

∑
n=q+1

E
[
x′(n)Q(θ(n))x(n) + u′(n)R(θ(n))u(n) |Fq

]
+ E

[
x′(N)Q̃(θ(N))x(N) |Fq

]
= x′(q)Q(θ(q))x(q) + u′(q)R(θ(q))u(q) + E

[
JN,q+1(u) |Fq

]
,

= x′(q)Q(θ(q))x(q) + u′(q)R(θ(q))u(q)
+ E

[
Vq+1(x(q + 1), θ(q + 1)) |Fq

]
.

Usando (59), com θ(q) = i, resulta que

JN,q(u) = x′(q)
(
(Q(i) + F′q(i)R(i)Fq(i)

)
x(q) + E[Vq+1(x(q + 1), θ(q + 1)) |Fq]

= x′(q)((Q(i) + F′q(i)R(i)Fq(i))x(q)

+ E[x′(q + 1)Pq+1(θ(q + 1))x(q + 1)|Fq] + E[αq+1(θ(q + 1))|Fq].
(68)

Por outro lado, a partir de (56) e (59), tem-se que

E[x′(q + 1)Pq+1(θ(q + 1))x(q + 1)|x(q) = x, θ(q) = i]

= x′(q)Ā′q(i)Ei(Pq+1)Āq(i)x(q) + Tr{H′(i)Ei(Pq+1)H(i)Σ}. (69)
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Finalmente, pode-se concluir de (68) e (69), que

JN,q(u) =x′(q)
(
Q(i) + F′q(i)R(i)Fq(i) + Ā′q(i)Ei(Pq+1)Āq(i)

)
x(q)

+ Tr{H′(i)Ei(Pq+1)H(i)Σ}+ Ei(αq+1),

e
JN,q(u) = Vq(x(q), θ(q)) = x(q)′Pq(i)x(q) + αq(i).

O próximo resultado mostra uma maneira de avaliar um limitante superior
para a função de custo intermediário em (61) resolvendo o problema de facti-
bilidade a seguir.

Problema 4.2. Seja q ∈ {0, . . . , N − 1} e fixe θ(q) ∈ Θ, x(q) ∈ Rnx . Considere
Fn(i) ∈ R1×nx dados, P̂n(i) ∈ Snx+, α̂n(i) > 0 variáveis; i = 1, . . . , nθ e n =

q, . . . , N − 1. Encontre γq ≥ 0 tal que:

γq > x′(q)P̂q(θ(q))x(q) + α̂q(θ(q)), (70)

P̂n(i) > Q(i) + F′n(i)R(i)Fn(i) + Ā′n(i)Ei(P̂n+1)Ān(i), (71)

P̂N(i) = Q̃(i),
α̂n(i) > Ei(α̂n+1) + Tr

{
H′(i)Ei(P̂n+1)H(i)Σ

}
, (72)

α̂N(i) = 0.

O próximo Lema apresenta um limitante superior para a função custo JN,q(u)
em (61), utilizando o Problema 4.2.

Lema 4.2. Se θ(q) ∈ Θ e x(q) ∈ Rnx são dados para algum q ∈ {0, . . . , N− 1},
então

γq > Vq(x(q), θ(q)) = JN,q(u).

A prova do Lema 4.2 é imediata e será omitida.
A próxima seção apresenta o método com o qual se calcula a sequência

subótima û comentada na Observação 4.1 (pág.36).

4.3 C A S O S E M R E S T R I Ç Õ E S

Com os resultados da seção anterior e adaptando adequadamente o desen-
volvimento teórico do Lema 3.1 do Capítulo 3 para apresentar o contexto, a
principal contribuição desta seção pode ser apresentada no próximo teorema.

Teorema 4.1. Seja p(i, j) > 0 para todos i, j ∈ Θ. Se existirem matrizes Sn(i),
On+1(i) ∈ Snx+ e matrizes Gn(i), Yn(i), Wh(i), Zh(i), escalares αn(i); para
n = 0, . . . , N − 1; `, h = 1, . . . , nξ e i ∈ Θ; e existir um escalar γ0 ≥ 0, tais que
sejam factíveis as desigualdades matriciais lineares:

G′n(i) + Gn(i)− Sn(i) ∗ . . . ∗ ∗ ∗ ∗
A`(i)Gn(i) Ŝn

`h(1) . . . ∗ ∗ ∗ ∗
A`(i)Gn(i) −R`h(i) . . . ∗ ∗ ∗ ∗

...
...

. . .
...

...
...

...

A`(i)Gn(i) −R`h(i) . . . Ŝn
`h(nθ) ∗ ∗ ∗

Q 1
2 (i)Gn(i) 0 . . . 0 I ∗ ∗
R 1

2 (i)Yn(i) 0 . . . 0 0 I ∗
−Yn(i) Ẑ`h(i) . . . Ẑ`h(i) 0 0 Zh

′(i) + Zh(i)


> 0(73)
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sendo que,

SN(i) = Q̃−1(i)

Ŝn
`h(j) =

1
p(i, j)

Sn+1(j)− R`h(i), k = 1, . . . , nθ ,

R`h(i) = B`(i)Wh(i) + W ′h(i)B′`(i), Ẑ`h(i) = Z′h(i)B′`(i)−Wh(i);

αn(i)− Ei(αn+1)− Tr{On+1(i)} > 0; n = 0, . . . , N − 1, (74)

em que αN(i) = 0; i ∈ Θ;
On+1(i) ∗ . . . ∗

p(i, 1)
1
2 H′(i)Σ

1
2 Sn+1(1) . . . 0

...
...

. . . 0

p(i, nθ)
1
2 H′(i)Σ

1
2 0 . . . Sn+1(nθ)

 > 0; (75)

[
γ0 − α0(θ0) ∗

x0 S0(θ0)

]
> 0, (76)

para θ0 ∈ Θ e x0 ∈ Rnx dados. Então para

γ∗ = inf γ0, (77)

tem-se que
min

u
JN,0(u) < γ∗, (78)

sendo Fn(i) = Yn(i)G−1
n (i), ∀i ∈ Θ.

Demonstração: Suponha as LMIs em (73) factíveis para matrizes simétricas
definidas positivas Sn(i) e matrizes Gn(i) e Yn(i) de dimensões apropriadas.
Portanto, é possível concluir que G′n(i) + Gn(i)− Sn(i) > 0, e visto que Sn(i)
é positiva definida, Gn(i) é não singular. Note que

[Gn(i)− Sn(i)]′S−1
n (i)[Gn(i)− Sn(i)] = G′n(i)S

−1
n (i)Gn(i)− G′n(i)− Gn(i)

+ Sn(i) ≥ 0,

isto é, G′n(i)S−1
n (i)Gn(i) ≥ G′n(i) + Gn(i)− Sn(i) > 0, a LMI (73) implica que

G′n(i)S−1
n (i)Gn(i) ∗ . . . ∗ ∗ ∗ ∗

A`(i)Gn(i) Ŝn
`h(1) . . . ∗ ∗ ∗ ∗

A`(i)Gn(i) −R`h(i) . . . ∗ ∗ ∗ ∗
...

...
. . .

...
...

...
...

A`(i)Gn(i) −R`h(i) . . . Ŝn
`h(nθ) ∗ ∗ ∗

Q 1
2 (i)Gn(i) 0 . . . 0 I ∗ ∗
R 1

2 (i)Yn(i) 0 . . . 0 0 I ∗
−Yn(i) Ẑ`h(i) . . . Ẑ`h(i) 0 0 Zh

′(i) + Zh(i)


> 0. (79)
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Multiplicando (79) por

G′−1
n (i) 0 0 . . . 0 0 0

0 I 0 . . . 0 0 0

0 0 I . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . I 0 0

0 0 0 . . . 0 I 0

0 0 0 . . . 0 0 I


à esquerda e por sua transposta à direita obtém-se

Mn
`h(i) =



S−1
n (i) ∗ . . . ∗ ∗ ∗ ∗

A`(i) Ŝn
`h(1) . . . ∗ ∗ ∗ ∗

A`(i) −R`h(i) . . . ∗ ∗ ∗ ∗
...

...
. . .

...
...

...
...

A`(i) −R`h(i) . . . Ŝn
`h(nθ) ∗ ∗ ∗

Q 1
2 (i) 0 . . . 0 I ∗ ∗

R 1
2 (i)Fn(i) 0 . . . 0 0 I ∗
−Fn(i) Ẑ`h(i) . . . Ẑ`h(i) 0 0 Zh

′(i) + Zh(i)


> 0, (80)

na qual Fn(i) = Yn(i)G−1
n (i). Escolha ambos ξ(n) e ξ(n + 1) de Ξnξ em (22)

tais que

Aξ(n)(i) =
nξ

∑
`=1

ξ`(n)A`(i) e Aξ(n+1)(i) =
nξ

∑
h=1

ξh(n + 1)Ah(i).

Defina a matriz

Mn(i) =
nξ

∑
h=1

ξh(n + 1)

[
nξ

∑
`=1

ξ`(n)Mn
`h(i, t)

]
.

Tomando a combinação convexa de (80) sobre ` associado com o tempo n, e
sobre h associado com o tempo n + 1, resulta na LMI

Mn(i) =



S−1
n (i) ∗ . . . ∗ ∗ ∗ ∗

Aξ(n)(i) Ŝn(i; 1) . . . ∗ ∗ ∗ ∗
Aξ(n)(i) −R(i) . . . ∗ ∗ ∗ ∗

...
...

. . .
...

...
...

...

Aξ(n)(i) −R(i) . . . Ŝn(i; nθ) ∗ ∗ ∗
Q 1

2 (i) 0 . . . 0 I ∗ ∗
R 1

2 (i)Fn(i) 0 . . . 0 0 I ∗
−Fn(i) Ẑ(i) . . . Ẑ(i) 0 0 Z′

ξ(n+1)(i) + Zξ(n+1)(i)



> 0, (81)

na qual

Ŝn(i; j) =
1

p(i, j)
Sn+1(j)− R(i), j = 1, 2, . . . , nθ ;

R(i) = Bξ(n)(i)Wξ(n+1)(i) + W ′ξ(n+1)(i)B
′
ξ(n)(i),
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e
Ẑ(i) = Z′ξ(n+1)(i)B

′
ξ(n)(i)−Wξ(n+1)(i).

Multiplicando (81) pela matriz não quadrada 1

I 0 . . . 0 0 0

0 I . . . 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...

0 0 . . . I 0 0

0 0 . . . 0 I 0

0 0 . . . 0 0 I
0 −B′ξ(n)(i) . . . −B′ξ(n)(i) 0 0


pela direita e por sua transposta à esquerda, tem-se

S−1
n (i) ∗ . . . ∗ ∗ ∗

Ān(i) p(i, 1)−1Sn+1(1) . . . ∗ ∗ ∗
Ān(i) 0 . . . ∗ ∗ ∗

...
...

. . .
...

...
...

Ān(i) 0 . . . p(i, nθ)
−1Sn+1(nθ) ∗ ∗

Q 1
2 (i) 0 . . . 0 I ∗

R 1
2 (i)Fn(i) 0 . . . 0 0 I


> 0, (82)

em que
Ān(i) = Aξ(n)(i) + Bξ(n)(i)Fn(i).

Seja Pn(i) = S−1
n (i), para todo n ≥ 0 e todo i ∈ Θ. Pelo complemento de

Schur, a desigualdade matricial (82) é equivalente a

Pn(i) > Q(i) + F′n(i)R(i)Fn(i) + Ā′n(i)Ei(Pn+1)Ān(i). (83)

Suponha as LMIs em (75) factíveis. Então, pelo complemento de Schur, (75)
é equivalente a:

On+1(i) >
nθ

∑
k=1

p(i, j)Σ
1
2 H′(i)Pn+1(j)H(i)Σ

1
2 . (84)

Aplicando o operador traço em ambos os lados de (84) resulta em:

Tr (On+1(i)) > Tr
(
H′(i)Ei(Pn+1)H(i)Σ

)
. (85)

De (74) e (85) segue que

αn(i) > Ei(αn+1) + Tr{H′(i)Ei(Pn+1)H(i)Σ}; n = 0, ..., N − 1, ∀ i ∈ Θ. (86)

Finalmente, o complemento de Schur em (76) implica que γ0 − α0(θ0) −
x′0S−1

0 (θ0)x0 > 0, quando S−1
0 (θ0) = P0(θ0). consequentemente

γ0 > x′0P0(θ0)x0 + α0(θ0) > 0. (87)

1 Esta matriz tem o mesmo número de linhas da matriz quadrada Mn(i, t), porém, com uma
coluna a menos.
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Tem-se que γ0 é limitado inferiormente, logo existe

γ∗ = inf γ0 tal que γ0 > x′0P0(θ0)x0 + α0(θ0).

Note que (83), (86) e (87) satisfazem as desigualdades no Problema 4.2 e,
portanto, usando o Lema 4.2 obtém-se que:

min
u

JN,0(u) < γ∗. (88)

Observação 4.2. O Teorema 4.1 apresenta uma forma de calcular uma solução
subótima para o problema de controle linear quadrático de sistemas lineares com
saltos Markovianos e parâmetros variantes no tempo, sem considerar as restrições
(58). O Teorema 4.1 representa a primeira tentativa na literatura para resolver
este problema de controle, ainda não resolvido. Uma vantagem deste Teorema é
que sua utilização faz uso de desigualdades matriciais lineares, uma abordagem
completamente independente dos métodos iterativos [79]. A Seção 4.5 ilustra os
benefícios potenciais do Teorema 4.1 para aplicações.

4.4 C A S O C O M R E S T R I Ç Õ E S

Nesta seção, as restrições rígidas (58) serão consideradas, as quais, com k0 =

0, no intervalo do horizonte de predição podem ser reescritas como:

Ex0, µ0 [x(n)x(n)′] ≤ Xmax , n = 1, . . . , N − 1, (89)

Ex0, µ0 [u(n)u(n)
′] ≤ Umax , n = 1, . . . , N − 1, (90)

em que Exn, µn [.] := E[.|x(n) = xn, θ(n) ∼ µn|n],
Seja 11D a função indicadora do conjunto D. Defina a matriz:

Xn(i) := Ex0, µ0 [x(n)x(n)′11θ(n)=i], ∀ i ∈ Θ. (91)

Proposição 4.1.

Xn+1(i) =
nθ

∑
j=1

{
pji((Aξ(n)(j) + Bξ(n)(j)Fn(j))Xn(j)((Aξ(n)(j) + Bξ(n)(j)Fn(j))′

+ µn(j)H(j)ΣH(j)′
}

em que X0(i) = µ(0)x(0)x(0)′.

Demonstração: Por definição,

Xn+1(i) = Ex0, µ0 [x(n + 1)x(n + 1)′11{θ(n+1)=i}] , ∀i ∈ Θ.
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Logo,

Xn+1(i) =
nθ

∑
j=1

Ex0, µ0 [x(n + 1)x(n + 1)′11{θ(n+1)=i|θ(n)=j}]

=
nθ

∑
j=1

Ex0, µ0 [(Aξ(n)(θ(n))x(n) + Bξ(n)(θ(n))u(n) + H(θ(n))w(n))

× (Aξ(n)(θ(n))x(n) + Bξ(n)(θ(n))u(n)

+ H(θ(n))w(n))′11{θ(n+1)=i|θ(n)=j}]

=
nθ

∑
j=1

Ex0, µ0 [(Aξ(n)(j)x(n) + Bξ(n)(j)u(n) + H(j)w(n))

× (Aξ(n)(j)x(n) + Bξ(n)(j)u(n) + H(j)w(n))′11{θ(n)=j}]pji

Substituindo u(n) = Fn(i)x(n), tem-se que

Xn+1(i) =
nθ

∑
j=1

Ex0, µ0 [(Aξ(n)(j)x(n) + Bξ(n)(j)Fn(i)x(n) + H(j)w(n))

× (Aξ(n)(j)x(n) + Bξ(n)(j)Fn(i)x(n) + H(j)w(n))′11{θ(n)=j}]pji

=
nθ

∑
j=1

Ex0, µ0

[
[(Aξ(n)(j) + Bξ(n)(j)Fn(i))x(n))(x(n)′(Aξ(n)(j)

+ Bξ(n)(j)Fn(i))′ + H(j)w(n)w(n)′H(j)′)]11{θ(n)=j}pji

]
=

nθ

∑
j=1

pji(Aξ(n)(j) + Bξ(n)(j)F(n))Ex0, µ0 [x(n)x(n)′]11{θ(n)=j}

× (Aξ(n)(j) + Bξ(n)(j)Fn(i))′11{θ(n)=j}] + H(j)ΣH(j)′µn(j)

=
nθ

∑
j=1

pji(Aξ(n)(j) + Bξ(n)(j)F(n))Xn(i)

× (Aξ(n)(j) + Bξ(n)(j)Fn(i))′ + H(j)ΣH(j)′µn(j)

Lema 4.3. A restrição (89) é equivalente a:

nθ

∑
i=1
Xn(i) ≤ Xmax , ∀n ≥ 0 (92)

Demonstração:

Ex0, µ0 [x(n)x(n)′] =
nθ

∑
i=1

Ex0, µ0 [x(n)x(n)′11{θ(n)=i}] =
nθ

∑
i=1
Xn(i).

Corolário 4.1. Se as condições do Teorema 4.1 forem satisfeitas, e se além disso
existirem matizes Un(i), ζn(i), e Xn+1(i), i ∈ Θ, n = 1, . . . , N − 1 tais que:

nθ

∑
i=1

Xn(i) ≤ Xmax; X0(i) = µ0x0x′0 , ∀n ≥ 0, (93)

Xn+1(i)−
nθ

∑
j=1

pji[ζn(j) + µn(j)H(j)ΣH(j)′] > 0, (94)
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[
ζn(i) Aξ(n)(i)Gn(i) + Bξ(n)(i)Yn(i)

∗ Gn(i) + Gn(i)′ − Xn(i)

]
> 0, (95)

nθ

∑
j=1

Un(j) ≤ Umax, (96)

e [
Un(i) Yn(i)

∗ Gn(i) + Gn(i)′ − Xn(i)

]
> 0 (97)

então as restrições de segundo momento (89) e (90) estarão garantidas.
Demonstração: Suponha (95) verdadeira, então

G′n(i)X−1
n (i)Gn(i) ≥ G′n(i) + Gn(i)− Xn(i) > 0.

Logo, a desigualdade (95) implica que[
ζn(j) Aξ(n)(i)Gn(i) + Bξ(n)(i)Yn(i)

∗ G′n(i)X−1
n (i)Gn(i)

]
> 0.

Aplicando o complemento de Schur na LMI acima, resulta

ζn(i) > [Aξ(n)(i)Gn(i) + Bξ(n)(i)Yn(i)]G−1
n (i)Xn(i)G′−1

n (i)

× [Aξ(n)(i)Gn(i) + Bξ(n)(i)Yn(i)]′

substituindo Yn(i) = Fn(i)Gn(i), segue que

ζn(i) > [Aξ(n)(i) + Bξ(n)(i)Fn(i)]Xn(i)[Aξ(n)(i) + Bξ(n)(i)Fn(i)]′ , ∀i ∈ Θ.

Por outro lado, se (94) é factível, então

Xn+1(i) >
nθ

∑
j=1

pji[ζn(j) + µn(j)H(j)ΣH(j)′]

>
nθ

∑
j=1

{
pji(Aξ(n)(j) + Bξ(n)(i)Fn(j))Xn(j)(Aξ(n)(j) + Bξ(n)(i)Fn(j))′

+ µn(j)H(j)ΣH(j)′
}

= Xn+1(i).

Portanto, de (93) é possível concluir que

nθ

∑
i=1
Xn(i) ≤ Xmax; X0(i) = µ0x0x′0 , ∀n ≥ 0.

Pelo exposto acima e de acordo com a Proposição 4.1 a restrição de segundo
momento (89) é garantida.
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Ademais, supondo (97) factível, obtém-se:[
Un(j) Yn(j)

∗ Gn(j)′X−1
n (j)Gn(j)

]
> 0. (98)

Aplicando o complemento de Schur, segue que:

Un(j) > Yn(j)Gn(j)−1Xn(j)(G−1
n (j))′Yn(j)′.

Logo, somando ambos os lados de j = 1 até j = nθ, tem-se

nθ

∑
j=1

Un(j) >
nθ

∑
j=1

Yn(j)(Gn(j)−1)′X−1
n (j)G−1

n (j).

Supondo que (96) é factível, é possível concluir que:

Umax >
nθ

∑
j=1

Yn(j)(Gn(j)−1)′X−1
n (j)(G−1

n (j))′(Yn(j))′

substituindo Fn(i) = Yn(i)G−1
n (i), tem-se que:

Umax >
nθ

∑
j=1

Fn(j)Xn(j)F′n(j) =
nθ

∑
j=1

Fn(j)E[x(n)x(n)′]11{θ(n)=j}Fn(j)′

=
nθ

∑
j=1

E[u(n)u(n)′]11{θ(n)=j}

= E[u(n)u(n)′].

4.5 E X E M P L O

O exemplo a seguir ilustra a efetividade do método proposto neste capítulo. O
sistema linear com saltos Markovianos com três modos de operação escolhido
e ruído aditivo, é novamente o sistema adaptado de [47] e [15].
Para o modo i = 1, as matrizes do sistema são:

A1(1) =

[
0 1

−2.6 3.3

]
, A2(1) =

[
0 1

−2.4 3.1

]
,

B1(1) =

[
0

1

]
, B2(1) =

[
0

1

]
, H(1) =

[
0.05 0

0 0.05

]
.

Para o modo i = 2, as matrizes do sistema são:

A1(2) =

[
0 1

−4.4 4.6

]
, A2(2) =

[
0 1

−4.2 4.6

]
,

B1(2) =

[
0

1

]
, B2(2) =

[
0

1

]
, H(2) =

[
0.05 0

0 0.05

]
.
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E finalmente, para o modo i = 3, as matrizes do sistema são:

A1(3) =

[
0 1

5.4 −5.3

]
, A2(3) =

[
0 1

5.2 −5.1

]
,

B1(3) =

[
0

1

]
, B2(3) =

[
0

1

]
, H(3) =

[
0.05 0

0 0.05

]
.

As matrizes de ponderação simétricas para os modos i = 1, 2 e 3 são dadas,
respectivamente por:

Q(1) =
[

0.01 0

0 0.01

]
, Q(2) =

[
0.01 0

0 0.01

]
, Q(3) =

[
0.01 0

0 .011

]
,

Q̃(1) = Q(1), Q̃(2) = Q(2), Q̃(3) = Q(3),
R(1) = R(2) = R(3) = 0.01.

A matriz de probabilidades de transição e a matriz de covariância são dadas,
respectivamente, por:

P =

 0.55 0.23 0.22

0.36 0.35 0.29

0.32 0.16 0.52

 , Σ =

[
1 0

0 1

]
.

4.5.1 Caso sem restrições

Considere o estado inicial x0 = [1 1]′ e o modo inicial θ0 = 1 no Teorema
(4.1), para 1000 realizações da cadeia de Markov, o custo médio obtido para
foi de 0.300. As médias das trajetórias dos estados do sistema estão mostradas
na Figura 9. A média do esforço de controle é mostrada na Figura 10.

4.5.2 Caso com restrições

O estado inicial x0 = [1 1]′, o modo inicial é θ0 = 1 e as restrições de segundo
momento impostas para as entradas de controle e para os estados do sistema
foram:

Ex0, µ0 [x(n)x(n)′] ≤
[

2.002 0

0 2.002

]
, n = 1, . . . , N,

Ex0, µ0 [u(n)u(n)
′] ≤ 26.25 , n = 1, . . . , N,

para 1000 realizações possíveis da cadeia de Markov, neste caso, o custo médio
obtido foi de 0.6360.

As trajetórias médias dos estados do sistema estão mostradas na Figura 11,
e a média da entrada de controle é mostrada na Figura 12.

Baseando-se nas LMIs (93) e (96), define-se:

∆(n) = Xmax −
nθ

∑
i=1
Xn(i) , ∀n ≥ 0, (99)
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Figura 9: Estados x1(n) x2(n). A linha contínua indica a resposta média dos estados
utilizando o controlador obtido por meio do Teorema 4.1 e as linhas trace-
jadas indicam o desvio padrão dos valores de cada estado.

δ(n) = Umax −
nθ

∑
i=1

Fn(i)Xn(i) , ∀n ≥ 0. (100)

O gráfico dos menores autovalores de ∆(n), λmin{∆(n)}, para cada n = 1, . . . ,
N está representado na Figura 13. E o gráfico de δ(n) está representado na
Figura 14. Note que λmin{∆(n)} = 0, em n = 1, 2, 4, e que δ(n) = 0 para
n = 1, 2, 3, 4, ou seja, a restrição em valor esperado dos estados e das entradas
são ativas nestes casos para n = 1, 2, 4 e n = 1, 2, 3, 4, respectivamente.

4.6 P R O D U Ç Ã O R E L A C I O N A D A

O estudo apresentado no Capítulo 4 deu origem ao artigo:

• R. O. Lopes, E. M. A. M. Mendes, L. A. Tôrres, A. N. Vargas and R.
M. Palhares. Finite-horizon Suboptimal Control of Markov Jump Linear
Parameter-Varying Systems.
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Figura 10: A linha sólida indica a média das entradas de controle obtidas usando o
Teorema 4.1, e as linhas tracejadas indicam o desvio padrão das entradas
de controle.
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Figura 11: Estados x1(n) e x2(n). As linhas contínuas indicam as média das trajetórias
dos estados controlados usando ações obtidas via aplicação do Teorema
4.1, e as linhas tracejadas indicam o desvio padrão de cada estado do
sistema.
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Figura 12: Entrada de controle: a linha sólida indica a média da entrada de controle
obtida por meio do Teorema 4.1 e do Corolário 4.1; e as linhas tracejadas
indicam o desvio padrão das entradas de controle.

Figura 13: Menores autovalores de ∆(n).
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Figura 14: Valores obtidos para δ(n).



5
C O N C L U S Õ E S E P E R S P E C T I VA S F U T U R A S

5.1 C O N C L U S Õ E S

Esta tese apresentou duas estratégias de projetos para controle preditivo ba-
seado em modelo (MPC - do inglês, Model Predictive Control) para sistemas
lineares a tempo discreto e com saltos Markovianos, como segue:

• No capítulo 3 foi apresentada uma abordagem de controle preditivo ro-
busto baseado em modelo para garantir estabilidade em média quadrá-
tica para uma classe de sistemas lineares a tempo discreto com saltos
Markovianos e com incertezas politópicas tanto nas matrizes do sistema
bem como na matriz de probabilidades de transição. A principal contri-
buição foi a obtenção de um conjunto de desigualdades matriciais line-
ares (LMIs) utilizando a teoria de Lyapunov e ações de controle depen-
dentes do modo de Markov e levando em conta as incertezas politópicas
na descrição dos modelos do sistema. Restrições rígidas foram considera-
das nas entradas de controle e nos estados do sistema. Por fim, o método
foi estendido para o caso multi passos de modo similar ao que foi feito
em [47]. Exemplos numéricos foram apresentados tais que os resultados
obtidos foram comparados com outros resultados disponíveis em [47]
servindo para ilustrar a eficácia e o desempenho da nova estratégia de
controle em termos de custo, estabilidade e factibilidade em relação a
literatura recente no tema.

• O capítulo 4 apresentou uma estratégia de controlador MPC robusto de
horizonte finito para uma classe de sistemas lineares a tempo discreto
com saltos Markovianos e ruído aditivo. Como contribuição, obteve-se
novas condições descritas por LMIs e ações de controle dependentes do
modo de Markov, levando em conta incertezas no sistema descritas da
forma politópica. Além disso, foram consideradas restrições sobre a en-
trada de controle e os estados do sistema em termos do segundo mo-
mento. Para ilustrar a efetividade dos resultados obtidos, foram realiza-
das simulações numéricas.

Os resultados desta tese foram desenvolvidos para sistemas lineares com
saltos Markovianos, supondo que os modos de Markov estão disponíveis para
o controlador e ignorando a ocorrência de possíveis atrasos no tempo. Quanto
às restrições, restrições probabilísticas não foram levadas em consideração.
No caso de horizonte infinito foram consideradas apenas restrições rígidas nas
entradas e estados e no caso de horizonte finito foram consideradas restrições
em termos de valor esperado do segundo momento das entradas e estados.

Futuras contribuições ao tema podem incluir: restrições probabilísticas; pos-
síveis atrasos no tempo; estados de Markov não observáveis; extensão do MPC
para sistemas não lineares.
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5.2 P R O P O S TA D E C O N T I N U I D A D E

Como continuidade de estudos no tema MPC para sistemas com saltos Marko-
vianos sugere-se os seguintes pontos:

5.2.1 Restrições probabilísticas

Em alguns sistemas estocasticos, as restrições rígidas podem não ser garanti-
das em todas as realizações possíveis. Neste caso, como uma alternativa, pode
ser razoável considerar restrições probabilísticas na formulação do problema
de controle, de forma que não se imponha que as restrições sejam satisfeitas
em todas as realizações, mas, somente com uma probabilidade pré definida
[12], [36], [59]. Restrições probabilísticas são especialmente importantes em
engenharia e finanças, nas quais são comuns incertezas quanto a preço, de-
manda, oferta, taxa de câmbio, taxa de reciclagem e alimentação e condi-
ções demográficas. Algumas aplicações clássicas de restrições probabilísticas
incluem gerenciamento de reservatórios de água e gerenciamento de riscos
financeiros. Mais recentemente, estas restrições foram utilizadas na navega-
ção autônoma de veículos não tripulados, bem como na geração de energia
renovável [41]. O grande desafio para resolver problemas de otimização com
restrição de probabilidade está no cálculo da probabilidade de dinâmica esto-
cástica sob restrições de desigualdade.

O problema não linear com restrições de probabilidade é particularmente
difícil de resolver, pois a propagação não linear dificulta a obtenção da distri-
buição das variáveis de saída mesmo quando as distribuições do ruído aditivo
são conhecidas.

Alguns trabalhos têm usado a técnica de abordagem aleatória (em inglês,
Randomized approach) para tratar as restrições probabilísticas. Basicamente, a
abordagem aleatória substitui as restrições de probabilidades por um número
finito de restrições determinísticas resultantes de amostras da perturbação es-
tocástica [73], [9].

Propõe-se, como uma continuidade, estudar MPC para sistemas com saltos
Markovianos considerando restrições probabilísticas nas entradas, estados e
saídas.

5.2.2 Atraso no tempo

Em muitos processos reais, como processos químicos, sistemas biológicos, sis-
temas de transporte, redes de comunicação digital, sistemas mecânicos, etc.,
[37], a ocorrência de atraso (ou retardo) no tempo é intrínseco. Sendo assim,
o estudo de sistemas com atraso no tempo é uma questão oportuna. Os atrasos
no tempo podem ser constantes ou variantes no tempo, conhecidos (mensurá-
veis) ou desconhecidos/incertos, determinísticos ou estocásticos, dependendo
da natureza do problema. Em sistemas de controle em rede, por exemplo, é
natural a existência de atraso no tempo (muitas vezes variante no tempo e in-
certo) durante a transmissão de informação/dados. Estes atrasos podem levar
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à instabilidade e baixo desempenho do sistema de controle [62], [72], [77],
[76] [35], [8].

Motivados pelo exposto acima, pretende-se estudar MPC para sistemas com
saltos Markovianos, considerando a presença de atraso no tempo de forma a
obter um controlador que garanta estabilidade e desempenho requeridos.

5.2.3 Estados de Markov não observáveis

De acordo com [80], em aplicações de sistemas com saltos Markovianos em
geral, os estados de Markov não estão disponíveis para o controlador. Casos
em que o estado da cadeia de Markov não é observável são tratados em [78],
[80], [81]. Considerar a possibilidade de estender o projeto de controle para
o caso em que os estados da cadeia de Markov não são observáveis, obtendo
sequências de ganhos que independentes da cadeia de Markov, é um problema
com bom grau de dificuldade e que merece ser considerado.

5.2.4 Extensão para sistemas não lineares

Propõe-se estudar (NMPC - do inglês, Nonlinear model predictive control) em
que o projeto MPC para sistemas não lineares com saltos Markovianos preci-
saria ser melhor compreendido no contexto do ferramental apresentado. Não
parece ser uma tarefa trivial a menos que se considere adotar uma represen-
tação do sistema por modelos fuzzy Takagi-Sugeno, mesmo assim demanda
atenção adicional uma vez que o contexto de saltos Markovianos e MPC de-
vem ser levados em conta. Alguns resultados recentes sobre controle baseado
em modelos fuzzy Takagi-Sugeno sugerem que pode-se ter chances de sucesso
neste tópico [17], [18], [58].
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