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RESUMO

Esta tese apresenta técnicas de controle preditivo robusto baseado em modelo
aplicadas a sistemas lineares com saltos Markovianos a tempo discreto. Dois
cendrios de controle sdo tratados. No primeiro cendrio desenvolve-se uma so-
lugédo de controle que minimiza o valor esperado de um custo quadratico de
horizonte infinito. Como subproduto nesta etapa, obtém-se estabilidade em
média quadrdtica para dois casos: i) sem restricoes e, ii) com restri¢cdes ri-
gidas na entrada de controle e no estado. No segundo cenario de controle,
trata-se da minimizacdo do valor esperado de um custo quadrético de hori-
zonte finito. Neste caso, considera-se a presenca de ruido aditivo estocastico e
contempla-se também restricbes que sdo impostas sobre o segundo momento
do estado e da varidvel de controle. Para ambos os cendrios sdo apresentados
experimentos numéricos que ilustram as técnicas propostas.

Palavras-chave: Sistemas lineares com saltos Markovianos; controle robusto;
controle preditivo baseado em modelo; ruido aditivo; desigualdades matriciais
lineares.



ABSTRACT

In this thesis, robust model predictive control techniques applied to discrete-
time Markov jump linear systems are introduced. Two control scenarios are
addressed. In the first scenario, it is developed a control solution that minimi-
zes the expected value of an infinite-horizon quadratic cost. As a byproduct,
mean square stability is obtained under two cases: i) without constraints, and
ii) with constraints on control input and state. The second control scenario con-
siders the minimization of the expected value of quadratic finite-horizon cost.
This scenario considers not only stochastic additive noise, but also constraints
that are imposed on the second moment of both state and control. Numerical
experiments illustrate the results for both scenarios.

Keywords: Markovian jump linear systems; robust control; model predictive
control; additive noise; linear matrix inequalities.
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INTRODUCAO

O controle preditivo baseado em modelo (MPC - do inglés, Model Predictive
Control), também conhecido como controle de horizonte retrocedente (RHC -
do inglés, Receding Horizon Control) e controle por horizonte mével (MHC -
do inglés, Moving Horizon Control) é uma técnica de controle apropriada para
lidar com modelos lineares e nao lineares sob restricoes sendo tais restri¢cdes
nos estados e saida do sistema e na entrada de controle [10], [13], [28],[30],
[33], [36], [49].

MPC foi originalmente desenvolvido e aplicado na industria petroquimica e,
por décadas, tem sido aplicado com sucesso a processos quimicos. Atualmente,
ele tem sido considerado em muitas outras dreas, incluindo processos industri-
ais, economia, gestdo de trafego, controle automotivo, sistema aeroespacial, e
tem se tornado uma ferramenta padrdo na industria [10], [68]. Uma revisao e
discussdo sobre os beneficios do MPC em aplica¢des de processos industriais é
apresentada em [25], e suas vantagens foram relatadas e comparadas com ou-
tros métodos de controle multivaridveis em [38] e [53]. Controladores MPC
tém sido desenvolvidos também para eletrénica de poténcia e a razdo para
isto é o fato de existirem modelos adequados para prever o comportamento
das variaveis controladas [82]. MPC também consegue lidar com sistemas ndo
lineares e tratar atrasos no tempo, mostrando-se bastante adequado em apli-
cacdes, como por exemplo, de agricultura[21], [46], [57].

De acordo com [49], algumas razdes para o sucesso do MPC nos processos
industriais sdo: ele pode ser aplicado a problemas de controle multivariaveis;
pode levar em conta limita¢des no atuador; permite operar préximo a restri-
¢oes, o que pode levar frequentemente a uma operagdo mais lucrativa; tem
taxas de atualizacdo de controle relativamente baixas nestas aplicacoes e por
isso existe tempo suficiente para os cédlculos online necessdrios.

Uma vantagem do MPC estd no fato de este ser uma técnica de controle com
capacidade de lidar com restri¢oes, otimizando desempenho e, dependendo da
metodologia, garantindo estabilidade [3], [35], [55]. Uma outra caracteristica
do método ¢é a facil incorporacido de objetivos de minimizacdo de energia e
custo, que sao conceitos utilizados nos processos industriais [10], [11].

A ideia tradicional contida nos controladores MPC é resolver um problema
de otimizac¢édo no qual um critério de desempenho deve ser minimizado, base-
ando-se no modelo do processo para predizer a saida em instantes futuros. O
critério de desempenho pode ser escolhido como uma funcao de custo quadra-
tica. Em cada periodo de tempo, as medidas do sistema sdo efetuadas para
obter uma sequéncia de controle 6timo que minimize a funcéo custo. E utili-
zada uma estratégia retrocedente, de forma que em cada instante de tempo,
o horizonte é deslocado em direcao ao futuro, isto €, o problema é resolvido
novamente no proximo instante de tempo baseando-se em novas medidas que
envolvem a aplicacdo de apenas o primeiro sinal de controle da sequéncia cal-
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INTRODUCAO

MPC robusto [29]

MPC robusto baseado l MPC robusto baseado
em Tubos [36], [24] MPC robusto ba- em LMIs [35],
’ seado em min- [19], [50] e [47]

max [69], [66]

Figura 1: Algoritmos de MPC robusto

culada em cada etapa. Assim, realiza-se controle em malha fechada (veja [52]
para mais detalhes sobre esse procedimento).

O sucesso do MPC depende da precisdo do modelo do processo. Se o modelo
for impreciso, o controle pode ndo atender a especificagbes de desempenho
(vide, por exemplo, [35], [53], [55] e [70] para discussoes acerca desse tema).

Algoritmos MPC podem ser construidos de modo a considerar explicita-
mente incertezas do processo e do modelo. Estes algoritmos sdo denominados
MPC robustos [29]. Nestas estratégias usam-se algoritmos para otimizacao e,
de acordo com o modo de solucionar o problema de otimizacéo e de conside-
rar as restricoes, o MPC robusto pode ser dividido em: MPC robusto baseado
em LMIs, MPC robusto baseado em Tubos e MPC robusto min-max (como ilus-
trado na Figura 1). As referéncias [14], [19], [35], [36], [54] e [83] contém
mais detalhes. Em uma comparacdo sobre estes MPC robustos feita em [29],
notou-se que os métodos MPC baseado em LMIs sdo mais lentos para calcular
o sinal de controle, porém mais faceis de implementar. Enquanto os méto-
dos MPC min-max e MPC baseado em tubos requerem calculos de conjuntos
de controle invariantes que podem ser dificeis. Entretanto, sdo mais rapidos
quando comparados ao MPC baseado em LMIs.

Dentre os objetivos do MPC robusto, os principais sdo: garantir que restri-
¢oes sejam atendidas mesmo na presenca de incertezas; garantir estabilidade
do sistema; otimizar desempenho; garantir baixo custo computacional. Alguns
destes objetivos sdo considerados, por exemplo, em [13] e [45].

Como incertezas de natureza aleatdria estdo presentes nos processos, € ra-
zodavel que a técnica MPC considere MPC estocdasticos [36], [56]. Dentro desse
tema, o MPC robusto é adaptado para atender aos casos em que as incertezas
sdo estocasticas com distribuicdo de probabilidades conhecidas, talvez con-
tendo algumas restricoes (ou todas) de natureza probabilistica. No MPC es-
tocastico, dependendo das caracteristicas do modelo, as restri¢des do sistema
podem ser modeladas como rigidas (inviolaveis) (em inglés, hard constraints)
de modo que néo seja permitido nenhum tipo de violacdo de restricdes e, as-
sim, as restricoes devem ser satisfeitas sempre, ou seja, com probabilidade 1
[42], [471, [48], [63]. E pode-se também considerar restricoes com probabili-
dade menor que 1 (em inglés, soft constraints) (veja, por exemplo, [12], [23]
e [80] ). As restricOes rigidas nos estados podem ser trocadas, por exemplo,
por restricoes em que se considera o valor esperado.

No contexto de MPC estocastico, aplicagdes podem ser vistas em campos
como processos de controle [12], [32], engenharia financeira [22], [31], [67],



1.1 MPC APLICADO A SISTEMAS LINEARES COM SALTOS MARKOVIANOS

geracao de eletricidade, distribuicdo e preco [65], controle de temperatura
de edificios [60], controle de trafego de rede de comunicacdes[86], perda
de dados [26] e em controle preditivo em rede de sistemas distribuidos nao
lineares [85]. Para acrescentar ao algoritmo MPC informagdes de natureza
probabilistica, a funcdo custo pode ser escolhida como sendo o valor esperado
sobre a distribuicdo de incerteza do custo quadratico usual [36]. Para uma
discussdo sobre o MPC estocastico, pode-se consultar [36] e [56].

1.1 MPC APLICADO A SISTEMAS LINEARES COM SALTOS MARKOVIA-
NOS

Alguns sistemas estocasticos, tais como aqueles que apresentam mudancgas
abruptas em suas dindmicas, ndo podem ser apropriadamente descritos pe-
los sistemas lineares invariantes no tempo com representacdo em espaco de
estados (veja, por exemplo, os artigos que consideram esses sistemas [2], [72],
[75]). Tais sistemas podem ser adequadamente descritos pelas classes de siste-
mas de comutacdo estocdsticos. A primeira varidvel nessa descri¢do é o vetor
de estados e toma valores em um espago vetorial n dimensional, evoluindo
continuamente no tempo, e representa o vetor de estados classico geralmente
usado na teoria de controle moderno. A segunda variavel toma valores em
um conjunto finito e enumeravel, e comuta de uma maneira aleatdria entre
esses valores. Esta classe importante de sistemas estocdsticos é denominada
Sistemas com Saltos Markovianos.

Nesta tese, é considerada a classe de sistemas lineares com saltos Markovi-
anos, MJLS (em inglés, Markov Jump Linear Systems). Tais sistemas sdo fre-
quentemente utilizados para modelar processos combinando representacoes
continuas e discretas simultaneamente na descricdo de sua evolucdo tempo-
ral, de modo que podem capturar mudancas abruptas no comportamento de
processos reais [16, Capitulo 1]. Tais mudancas podem ocorrer, por exemplo,
devido a distirbios ambientais abruptos, falhas de componentes ou reparos,
mudancgas nas interconexdes, mudancas nos modos de operacdo em plantas
néo lineares, entre outros fendémenos [16], [51]. Em muitos casos, tais mu-
dangas na estrutura do processo podem ser modeladas por uma cadeia de
Markov [16, 74].

Aplicacbes de MPC em sistemas lineares com saltos Markovianos podem
ser vistas, por exemplo, em [81] e [87]. Em [83] ¢é investigado um problema
MPC para uma classe de MJLS discretos no tempo e sujeitos a saturacoes na
entrada e incertezas ocorrendo de modo aleatério. Em [80] é apresentado um
método para resolver o MPC restrito de MJLS com ruido na entrada e estados
de Markov nédo observaveis pelo controlador. MPC de MJLS discreto no tempo,
sem incertezas, mas que leva em conta restricoes, € visto em [3] e [71]. MPC
com restri¢coes nos estados do sistema e nas entradas de controle para MJLS
discreto no tempo, com incertezas tanto nas matrizes do sistema quanto na
matriz de probabilidades de transicdo entre os modos, sdo apresentados em
[47].

Alguns sistemas néo lineares podem ser modelados como sistemas em que
as matrizes possuem incertezas politopicas [35]. Com o objetivo de ampliar o
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conjunto de sistemas que podem ser representados sob a abordagem de saltos
Markovianos, pode-se considerar matrizes variantes (politopicas) de parame-
tros associadas aos modos da cadeia de Markov, formando assim os sistemas
lineares com saltos Markovianos de parametros variantes (em inglés, Marko-
vian Jump Linear Paramenter Varying systems). Projeto de controle e condicoes
de estabilidade para estes sistemas podem ser vistos em [34], [47], [88]. Po-
rém, a solucdo dOtima para o problema de controle de MJLS de parametros
variantes ainda é um problema em aberto na literatura.

1.2 OBJETIVOS

A principal contribuicao desta tese é a obtencao de novas condicoes em termos
de desigualdades matriciais lineares para o projeto MPC robusto com restri-
¢Oes, aplicado a sistemas lineares sujeitos a saltos Markovianos (veja, Figura
2), em dois casos:

Caso 1 - Capitulo 3: MPC de horizonte infinito com restri¢des rigidas nas en-
tradas de controle e nos estados do sistema. SupOe-se também incertezas poli-
topicas variantes no tempo tanto nas matrizes do sistema quanto na matriz de
probabilidade de transicao entre os modos de Markov. O MPC de horizonte in-
finito deve garantir um desempenho satisfatério em termos da funcao de custo
quadratico de horizonte infinito, estabilidade no sentido da convergéncia da
média quadratica e fatibilidade recursiva do problema de otimizacao.

Caso 2 - Capitulo 4: MPC de horizonte finito com restricdes de segundo
momento nos estados do sistema e nas entradas de controle. Incertezas polito-
picas variantes no tempo estdo presentes nas matrizes do sistema. Além disso,
supde-se a presenca de ruido aditivo. O MPC trata de problema de regulacao
e deve gerar um custo garantido (cota superior) para o custo de horizonte
finito.

1.3 ESTRUTURA DO TEXTO

A estrutura da tese segue conforme abaixo:

Capitulo 2: Este capitulo apresenta conceitos basicos de MPC robusto através
de LMIs.

Capitulo 3: O capitulo apresenta MPC robusto de horizonte infinito. E for-
mulado um problema de minimizacdo de uma cota superior do valor
esperado de uma funcio de custo quadratico de horizonte infinito. E es-
colhido um funcional de Lyapunov com matrizes de Lyapunov e acoes
de controle associadas, ambas pertencentes a um politopo e dependen-
tes dos modos de Markov. O problema de minimizac¢éo é reduzido a um
problema de otimizacdo convexo, envolvendo desigualdades matriciais
lineares (LMIs). Sao obtidas condi¢bes para a estabilidade em média
média quadratica do sistema. Para o caso com restricdes rigidas nas en-
tradas de controle e nos estados do sistema, novas condi¢oes LMIs sdo
adicionadas ao projeto. Em seguida, a acdo de controle serd estendida
para o caso de ac¢des de controle multi-passos. Por fim, é feita a adicdo de
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um integrador ao projeto com o objetivo de minimizar erros de estado
estaciondrio. O resultado obtido é comparado com outros da literatura
recente, para ilustrar a efetividade do método proposto.

Capitulo 4: Neste capitulo é projetado um MPC robusto de horizonte finito
para MJLS com ruido aditivo. E formulado um problema de minimiza-
¢do de uma cota superior do valor esperado de uma fungédo de custo
quadrdtico. O problema de controle é reduzido a um problema de oti-
mizac¢do convexo, envolvendo desigualdades matriciais lineares (LMIs).
Séo consideradas acoes de controle dependentes do Modo de Markov.
Uma simula¢do numérica é dada para ilustrar a efetividade do método
proposto.

Capitulo 5: Apresenta conclusoes e perspectivas futuras a respeito dos resul-
tados mostrados nos capitulos 3 e 4.

1.4 NOTACAO

A notagdo utilizada nesta tese é como segue: IR” denota o espago Euclidiano
n-dimensional, e R"*™ denota o espaco linear formado por todas as matrizes
reais n X m. S™ denota o subespaco linear normado de IR"*" de matrizes si-
métricas tais que {U € R"*" : U = U'}, em que U’ denota a transposta de
U. Seja 8™ (S"*) o cone convexo fechado (aberto) de matrizes semidefini-
das (definidas) positivas {U € S" : U > 0 (> 0)}. Sejam © = {1,...,np}
um conjunto finito, e §"* o conjunto formado por um numero 1y de matrizes
tais que S"* = {U = (Uy,...,Uy,) : U; € 8",i € O}. Para uma matriz A,
A~! ¢ asua inversa (se existir). A,;;,{ A} é o autovalor minimo de uma matriz
A. x(k + nl|k), u(k + n|k) sdo o valor predito do vetor de estados x e de en-
trada u em um tempo futuro k + n, respectivamente, baseado na informacdo
disponivel no instante de tempo k. ||x||o=x"Qx representa a Q-norma de um
vetor x na qual a matriz Q é simétrica definida positiva. [E;[V] denota o valor
esperado de V condicionado a informacao disponivel no instante de tempo k.






REVISAO DE METODOS MPC DE SISTEMAS LINEARES EM
TERMOS DE LMIS

Uma grande variedade de problemas que surgem na teoria de sistemas e con-
trole pode ser resolvida utilizando técnicas de otimizacdo convexa padrdo na
forma de desigualdades matriciais lineares. Esses problemas podem ser resol-
vidos em tempo polinomial, sendo assim tratdveis, computacionalmente [7].
Neste capitulo, sera feita uma breve discussdo de alguns artigos relevantes da
literatura sobre controle preditivo baseado em modelo para sistema lineares a
tempo discreto, cujos desenvolvimentos tedricos estdo baseados em desigual-
dades matriciais lineares.

2.1 MPC PARA SISTEMAS LINEARES A TEMPO DISCRETO

Em 1996, em [35] os autores observaram que, na época, a técnica MPC nao li-
dava explicitamente com incertezas no modelo da planta e que a grande quan-
tidade de literatura existente sobre MPC, para analise de estabilidade estava
restrita a modelos nominais. Esse fato motivou os autores a proporem uma
técnica para sintese de MPC robusto de horizonte infinito, utilizando LMIs,
que permite incorporar incertezas politdpicas na formulacdo do problema. A
seguir, sera feita a descricdo do problema e projeto MPC abordado em [35].

Considere o sistema linear variante no tempo, com incertezas nas matrizes
do sistema, representado pelas equacoes:

x(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k),
y(k) = Cx(k), (1)
[A(k) B(k)] € Qap, k>0,

em que x(k) € R"™, u(k) € R™ e y(k) € R™ séo os estados do sistema, a
entrada de controle e a saida do sistema, respectivamente. O conjunto () 4p é
o politopo Co{[A1 Bi],...,[An, Bn,|} com nimero de vértices n,, sendo Co o
fecho convexo, ou seja, se [A(k) B(k)] € Q) entédo

Ng Ng
A(k) =) oyAy, B(k) =) 0yBy,
/=1 (=1

Nng
ceR";, 0,>0,0=1,2,...,1 ZO’gzl. 2
(=1
Quando néo houver incerteza, considera-se n, = 1 e [A(k) B(k)] = [A;1 B1].

Para o projeto MPC robusto sem restrigdes, é assumido que x(k) estd dis-
ponivel em cada instante de tempo k. Um modelo do processo é usado para
predizer as saidas futuras do sistema. Utilizando estas predicoes, uma sequén-
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cia de N agdes de controle u(k + n|k), para n > 0 é calculada para minimizar
uma funcao de custo quadratico dada por:

Jeo(k) = 3 x(k +nlk) |G + l[uk + nlk) 1%, 3)
k=0
em que Q e R sdo matrizes de ponderacdo simétricas e definidas positivas.
Considerando essa fungdo, o problema de otimizagéo a ser resolvido é:

min max ]“(k) ()
u(k+nlk), n>0 [A(k+n)B(k+n)] €, n=>0

A minimizacdo é sobre todo o conjunto () e consiste em: dada uma planta va-
riante no tempo correspondente a sequéncia [A(k+n)B(k+mn)] € Q, n >0,
tal que, se utilizada como modelo para predic¢des, levaria ao maior valor ou
"pior caso" de J. (k) entre todas as plantas variantes no tempo cujas matrizes
pertencem ao politopo pré-estabelecido. Porém, como esse problema de mini-
mizacdo ndo é computacionalmente tratavel em [35], os autores abordaram o
problema (4) obtendo uma cota superior da fungéo objetivo em cada instante
de tempo n, utilizando uma lei de controle por realimentacdo de estados dada
por:

u(k +nlk) = Fx(k + nlk). (5)

Para obter a cota superior, a seguinte funcdo de Lyapunov V(x(k|k)) foi esco-
lhida:

V(k) = x'(k|k)Px(klk), k >0, (6)

sendo que P > 0 e x(k|k) o estado sistema (1) no instante k. Em cada instante
de tempo k, para todo x(k +n|k) e u(k+n|k), k > 0, a dindmica (1) é satisfeita
com [A(n+k) B(n+k)] € Q, n+k > 0, e se espera que

E[V(k+n+1)] = V(k+n) < —(|x(k+nlk) |4+ |u(k+nlk)|%) @
Para que a fungéo objetivo de desempenho seja finita, é necessdrio que klim x(k+
— 00

nlk) = 0 e assim, klim V(x(k + nlk)) = 0. Somando ambos os lados da desi-
—00

gualdade (7) de k = 0 até k = N e fazendo N — oo, obtém-se
—V(klk) < —Je (k). €))
ou seja,

max Joo(k) < V(x(k|k)) )

[A(k+n)B(k+n)] € Q, n>0
e assim V(k) é uma cota superior para J. (k). A matriz de realimentagio de
estados F na lei de controle (5), que minimiza a cota superior V (k) na fungio

objetivo de desempenho robusto em cada instante de amostragem k, é dada
por

F=YQ! (10)
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em que as matrizes Q > 0 e Y devem ser obtidas da solucido (quando ela
existe) do problema de minimizacéo:

min 11
min (11
sujeito a
T
[ LooxkiT S (12)
x(k|k) Q
€
Q  QAT+YTBl Q@ YR}
AgQ—ll—B(Y Q 0 0 >0, (=1,.,n,; (13)
Q:0Q 0 YL 0
RIY 0 0 7L

em que Q = P! e 4 é uma cota superior obtida para funciio de Lyapunov
V (k). Apenas a primeira entrada calculada u(k|k) = Fx(k|k) é implementada.
A factibilidade das LMIs (12) e (13) é suficiente para a existéncia da matriz de
Lyapunov P em (6) e da matriz F em (5).

Para o projeto MPC restrito, sdo consideradas restri¢des rigidas na entradas
de controle e nas saidas do sistema, dadas por

(R <8, 020, j=1u,m, 1

i+ 01 <7 21 j=1,.my, (15)

respectivamente, em que |.|; denota a linha j de uma matriz dada ou o ele-
mento j de um vetor dado. Para garantir que as restri¢des (14) e (15) sejam
satisfeitas, estas sdo incorporadas em termos de LMIs [35].

Para reduzir o conservadorismo causado pela escolha de uma unica funcdo
de Lyapunov (6) feita em [35], alguns autores propuseram o uso de funcoes
de Lyapunov dependentes de parametros em vez de uma Unica funcao de Lya-
punov constante (veja, por exemplo, [20] e [61]). Os autores em [19] e [50]
apresentaram um MPC robusto para sistemas lineares com incertezas politépi-
cas, baseando-se na escolha de varias fun¢des de Lyapunov quadréticas, cada
uma correspondente a um conjunto de diferentes vértices de um politopo. Nes-
ses artigos, a funcao de Lyapunov foi escolhida como:

V(k +nlk) = x'(k + n|k)P(c(k))x(k + nlk), P(c(k)) > 0. (16)

(k) e R", a(k) >0, iég(k) =1
=1

A escolha da matriz de Lyapunov dependente de pardmetros k acrescenta mais
graus de liberdade que reduzem o conservadorismo das condicoes LMIs para
obtencao do controlador.

Nos trabalhos citados de [19] e [50] uma preocupacao dos pesquisadores é
aumentar a regiao de factibilidade do problema de otimizacdo e ainda manter
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um baixo custo computacional. Em [39] e [40], para reduzir ainda mais o con-
servadorismo do MPC, os autores propuseram um novo conceito de conjunto
de controle multi passos (veja a Definicao 1, [39]), usando uma série de leis
de realimentacdo de estados que direcionam os estados do sistema de um con-
junto elipsoidal para outro e, assim, um MPC robusto com maior desempenho
e com regido de factibilidade mais ampla pode ser projetado.

Os autores em [39] e [40] utilizaram o sistema considerado em (1) tam-
bém com restri¢cdes rigidas nas entradas (14), como em [35], e restri¢des nos
estados mensuraveis dadas por

lpilx(n+ k)| <% ,n>1, j=1,..,n, 17)

nas quais ¢ € IR,

Quando se considera as agoes de controle multi passos em um horizonte de
tempo infinito, como feito em [39], a expressdo para a entrada predita toma
a seguinte forma:

i(k), n=0;
u(k+nlk) = ¢ Fux(k+nlk), 1<n<N-1; (18)
Fyx(k+mnlk), n > N;

ii(n) é a entrada de controle atual, if(k + n|k) é um valor a ser encontrado
através da resolucdo do problema de otimizacdo a cada passo, juntamente com
as matrizes F,, 1 < n < N — 1 que correspondem ao ganho do controlador
em cada um dos n passos e para n > N tem-se F, = Fy.

Os controladores MPC robustos projetados por [39] e [40] foram compara-
dos com outros da literatura e mostraram-se menos conservativos, com maior
regido de factibilidade e melhor desempenho.

Inspirados por [35], [39], e [40] no artigo [47] os autores apresentaram
um MPC robusto com restri¢oes rigidas nos estados e nas entradas de con-
trole, para uma classe de sistemas lineares com saltos Markovianos sujeito a
incertezas politopicas nas matrizes do sistema e nas matrizes de probabilida-
des de transicéao.

O objetivo principal em [47] foi o projeto de uma lei de controle de reali-
mentacao de estados em cada instante de tempo k que assegura estabilidade
em média quadratica do sistema abordado. O resultado obtido foi estendido
para o caso multi passos.

E importante observar que, em um projeto de controlador MPC robusto
por meio de LMIs, a escolha da funcdo de Lyapunov e da agdo de controle
a serem adotadas sdo questOes fundamentais pois determinam a regido de
factibilidade, o desempenho do controlador e a carga computacional [40].

Este capitulo revisou alguns artigos relevantes que apresentaram a técnica
MPC baseada em desigualdades matriciais lineares para sistemas lineares a
tempo discreto considerando incertezas. Ambos os artigos revisados estavam
preocupados com questdes de estabilidade e selecionaram o custo quadratico
de horizonte infinito. A diferenca fundamental entre eles estd nas matrizes
de Lyapunov e acoes de controle selecionadas. Obtém-se uma solucdo menos
conservadora a medida que sdo escolhidas matrizes de Lyapunov e acgdes de
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controle dependentes de parametros. Um desafio a ser vencido com esta esco-
lha especifica é um possivel aumento do custo computacional.






MPC ROBUSTO DE HORIZONTE INFINITO APLICADO A
MJLS

Neste capitulo, estuda-se a formulacdo de controle preditivo robusto baseado
em modelo, para uma classe de sistemas lineares a tempo discreto sujeitos a
saltos Markovianos, com parametros variantes no tempo. Como contribuicdo
principal, obtém-se condicoes descritas por LMIs para a determinacdo da agéo
de controle, considerando incertezas nos parametros do modelo e na matriz de
probabilidade de transicido entre os modos de Markov. Também se considera
restricdes rigidas sobre a entrada de controle e sobre os estados do sistema.
Os resultados obtidos sdo estendidos para o chamado projeto de controle por
realimentacdo de estados dependente do modo multi-passos. Para ilustrar o
resultado obtido neste capitulo, simulacées numéricas sdo realizadas e compa-
radas com uma referéncia relativamente recente na literatura.

3.1 FORMULAGAO DO PROBLEMA

Para o projeto do MPC robusto, considere o sistema linear a tempo discreto
sujeito a saltos Markovianos descrito pela equacao:

x(k+1) = Az (0(k))x (k) + Bgry (0(k) )u(k), (19)

em que x(k) € R", u(k) € R™ e 6(k) € O sdo os estados do sistema, a
entrada de controle e os modos do sistema, respectivamente; o estado inicial
é xo e o modo inicial é 0. Az () (0(k)) € B (0(k)) séo matrizes de dimensdes
apropriadas. Assuma que x(k) e 6(k) sdo mensuraveis no instante k e, que
os modos do sistema {6(k);k = 0,1,...} sdo uma cadeia de Markov discreta
no tempo tomando valores no conjunto inteiro finito ®@ = {1, ..., 13} com pro-
babilidades de transicdo dadas por py(i, ). Assuma também que a matriz de
probabilidade de transicdo Py incerta dada por

Pi = [p(i,)]ijeo na qual pi(i, j) = Pr(6(k +1) = j|6(k) = i) (20)

P € Qp = Co{PL, P2, .., P}, (21)

sendo Co o fecho convexo.

Suponha que para cada (k) = i, i € ©, as matrizes Ag)(i) € By (i) séo
dependentes de maneira afim dos pardmetros variantes no tempo (k) € £,
com

E% = {Z e R"; CgEO,iQ:l,E:l,Z,...,ng}, (22)
(=1
tais que:
ng ng
Ag(k) (i) = Y Ge(k)A(i), e Be(k)(i) = ) &e(k)By(i). (23)
=1 (=1

13
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[41(1) By (1)] [A2(1) By(1)] p(1,2) [Ang (2) By (2)] [A41(2) B1(2)]

[Ang (1) By (1)]

[Ag1) (1) Bgry (1)]

p(L,1)

[Agx)(3) Bzx)(3)]
p(3,3)
M) BG)]  [Ag(3) By (3)]

Figura 2: Ilustragdo dos pardmetros Ag)(i) e By (i) para MILS contendo trés mo-
dos de Markov.

A Figura 2 ilustra a dependéncia do sistema (19) em relacao aos parametros
¢(k) e cadeia de Markov para o caso em que ha trés modos.

Restricoes rigidas nas entradas de controle e nos estados do sistema sao
consideradas do mesmo modo que em [47], ou seja,

[[u(k+n)];| <[ul;, n>0,j=1.,n, (24)

[lix(k+n)| <xj, n>1,j=1,.,ny, (25)

em que ¢ € R™*"™ e [.]; denota os elementos da linha j de uma matriz dada
ou o elemento da j de um vetor dado.

Neste capitulo, para o projeto MPC do sistema (19)-(25), pretende-se en-
contrar a entrada de controle ideal que resolve o problema:

min max Joo (k),

u(k+nlk),n>0 . .
(e [Ag (k1) (1) Be(kin) ()], Prsn € Qp,
(k+n)e8%, i=0(k+nlk), n>0
sujeito a (19)— (25), (26)

em que a fungdo custo de horizonte infinito é como a dada por [47], ou seja,

Joo (k) = Ex ZO 2 (k + 1 lk) 1Sy + e+ nlk) 1% ) | - @7
ne
em que Q(i), R(i) sdo matrizes de ponderacéo simétricas dadas.

Resolver o problema de minimizacdo MPC "min-max" corresponde a: dada
uma planta variante no tempo [Ag iy (i) Bg(xyn)(i)], para todo i € O, para
&(k+n) € E™ e n > 0 utilizar um modelo de predicdo para encontrar o valor
de u(k + n|k) que conduz a minimizacdo do maior valor ou "pior caso" da
funcdo custo J (k).

Nesta tese serd utilizada a definicdo de estabilidade em média quadratica
como segue:
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Definicdo 3.1 (Estabilidade em média quadratica [47]). O sistema dado por (19)—
(23) € estdvel em média quadrdtica para um estado inicial dado xg e modo inicial
6o se E[x'(k)x(k)] — 0 quando k — oo.

Observacdo 3.1. O problema 26 considera robustez que depende de conjuntos
politdpicos variantes no tempo. O problema de minimizacdo 26 ainda estd aberto
na literatura porque ndo existe uma solu¢do algébrica. Esta tese propoe condi¢oes
suficientes, por meio de desigualdades matriciais lineares, para se obter uma cota
superior para a fungdo custo de horizonte infinito. Supde-se que os modos de
Markov sdo observdveis, ou seja, que os modos estdo disponiveis para o controle.
Além disso, a sequéncia de controle encontrada deve garantir estabilidade em
média quadrdtica do sistema (19) sujeito a restrigbes rigidas.

3.2 ACOES DE CONTROLE

A estrutura geral da agdo de controle a ser adotada na estratégia MPC é muito
similar a estrutura considerada em [47]. Em cada instante de tempo k, a acdo
de controle € definida pela composi¢do de um valor otimizado u(k) a ser apli-
cado no passo atual, seguido pela lei de controle por realimentacdo de estados
para os proximos passos no horizonte de predi¢édo, dada por:

. 1) — u(k), n=0; 28)
M = By Ok ) (K - 1l8) > 1

em que u(k) € R™ é calculado resolvendo o problema de otimizacdo (26)
em cada instante de tempo. No entanto, uma diferenca chave em relacdo ao
que foi feito no artigo [47] é a escolha da matriz de realimentacao de estados
como combinagbes convexas de um numero finito nz de matrizes, para cada
modo i € O, tal que:

F@’(k+n ng k+n Pg( ) , 1= Q(k—i-i’l’k) € 0O; 29)
=1

nas quais ng matrizes de ganhos de realimentacéo F(i) sdo otimizadas junto
com u (k). Como uma alternativa similar a [47], é possivel usar uma acéo de
controle em cada instante de tempo k como segue:

u(k), n=0;
u(k+nlk) = m (0(k+mnlk))x(k+nlk), 1 <n<N-1; (30)
Ficiny Ok +nlk)x(k +nlk), n > N;

sendo N o numero de passos no horizonte de predicédo para o qual as matrizes
de realimentacdo devem ser obtidas para resolver o problema de otimizacao
(26). Neste caso particular, considerando 6(k + n|k) = i, i € ©, cada matriz
de ganho de realimentacéo Fg(x,) (i), para cada modo i, otimizada em n = N,
é reutilizada para n > N.

Vale ressaltar que, em [47], uma acdo de controle similar a (30) é empre-
gada, porém, com base na otimiza¢do de uma matriz de realimentacdo para
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cada etapa de tempo durante N passos e ndo depende das combinacoes con-
vexas de matrizes de vértices, de modo que o numero total de matrizes a
serem consideradas seja proporcional a N (veja a expressdo (18)). Nesta se-
¢éo, o numero de matrizes a serem consideradas € proporcional a n; no caso
(28)—(29), e proporcional a nzN no caso (30). Resultados numéricos (Segao
3.6) indicam que as duas abordagens propostas nesta secdo podem aumentar
o conjunto de solucoes factiveis para o problema de otimizacdo (26).

3.3 CASO SEM RESTRICOES

Esta secdo apresenta novas condicoes LMIs para o projeto MPC robusto do
sistema (19)—(23) sem levar em conta restri¢des. Para isso, a lei de controle
por realimentacdo de estados (28) sera utilizada e a funcéo afim de Lyapunov
dependente de parametros [27] € selecionada como:

V(k+ Tl) = ||x(k+ n‘k)|’%’§<k+n)(9(k+n\k))’ n Z 1 (31)

na qual, para 6(k + nlk) = i, i € ©, as matrizes de ponderacdo simétricas,
definidas positivas Py, (i) sdo dadas pela combinagéo convexa:

g
Piin) (1) = ) Co(k+n)Py(i). (32)

=1
De maneira similar ao que foi feito em [47] aplica-se a restricdo de contrativi-
dade estocdstica

V(k+ 1) = By Vb + 1+ 1)] > [x(k+ n]l) 5 + e+ nlk) [,
(33)
n > 1, na qual i = 6(k + n|k), para obter um limite superior da funcéo custo
@27).
No Lema (3.1), sdo apresentadas novas condicoes LMIs para checar a facti-
bilidade da restricao estocdstica imposta por (33).

Lema 3.1. As restrigbes de contratividade estocdstica em (33) sdo satisfeitas
se existirem matrizes Qu(i) € 8™t e matrizes Gy(i), Yy(i), Wy, (i), Zy(i); para

Lh=1,..n51T=1..neic@ com@ ={ie® pij1) >0}
tais que as LMIs:

[ G+ Gl — Qi)+ . ox xx x
Ap(i)Gy(i) Qm(1) ... * * % *
A/(Z)G/(Z) —R[h(l‘) . * * * *
* * % * >0 34)

A(1)Gy(i) —Ryy(7) Qunlng) * *

Q1 ()G (i) 0 0o I 0 *

R (i)Y, (i) 0 0 0 7 X

L =Y (i) Zop (i) Zg(i) 0 0 Zy/(i) + Zp(i)
sejam factiveis, sendo:

A . 1 ) . .
Qun(j) = —7=Qu(j) —Ru(i), j=12,...,n,
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A

Zop(i) = Z,(i)By(i) — Wy (i) e Ry (i) = B (i)W (i) + Wy, (i) By (7).

Demonstracdo: Para n > 1, 6(k + n|k) = i, suponha que a LMI em (34) seja
factivel para matrizes simétricas definidas positivas Q(i) e matrizes Gy(i),
Y,(i) de dimensdes apropriadas. Portanto, é possivel concluir que Gj(i) 4+ Gy(i) —
Qy(i) > 0. Além disso, visto que
[Ge(i) = Qu(D)]' QM (D[Ge(i) — Qu(i)] = Gy(i)Q, 1 (1) G (i) — Gy (i) — Gu(i)
+ Qg(i) >0,

tem-se que
G(1)Q; ' (1)Ge(i) = Gy(i) + Ge(i) — Qu(i) > 0.
Logo, da LMI (34) obtém-se:

G,(1)Q, ()G (i) * ... * - *
Ag(i)Gy(i) —Ry (i) - * * ok *
: * * % * >0 (35)
A(i)Gy(i) —Ryp (i) Qun(ng) * *
Q1 (i)Gy(i) 0o ... 0 T 0 «
Rz (i)Y, (i) 0 0 0 T x
i —Y,(i) Zop(i)) .o Zg(i) 00 Zy/(i) + Zp(d)

multiplicando (35) por

G;'(@) 0 0 0
0 T 0 0
0 0 Z 00 0
00 ..2Z 00
0 0 0 Z 0
I 0 0 00 T

pela esquerda e por sua transposta a direita, resulta em

QZl(i) * * O *

Ag(i) Qun(1) * x % %

Ag(l) 7R[h(l') * * * *

Mu(i,7) = : : L * >0, (36)

Ag(i) —Ryp(i) ... Qu(ng) * *

Q1 (i) 0 0 I 0 %
Rz (D) (i) 0 0 0 I x

—Fy(i) Zgp(i) oo Zg(D) 00 Zy/(0) + Zy(d)

em que F(i) = Yg(i)GZl(i).

17
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Tomando a combinacéo convexa de (36) sobre ¢ associado com o tempo k + n,

e sobre h associado com o tempo k + n + 1; isto é, calculando a matriz
s
M@, 1) =) Cu(k+n+1

desde que {(k+n+1), {(k+n) € S" e My,(i, T) > 0, tem-se que

h=1

M(i,T):

[ Q@ A
Arrm (@) Q1) ... % -
Az (@) —R() « x x
Ain (i) —R(i) . Olisng) *  *

RE(Fe(e (i) O 7o o
_Fg(k+n)(i) Z(i) Z(,-) 0 0

sendo

A 1
1, = —
RG) p(i, ;T
2(i) = Z,
e

R(1) = B () () We 1) (1) + Wiy 1) (1)

Multiplicando (37) por

7
0

0
0
0
0

0
z

0
0
0

~Bieim ()

/

Z/

A
0
0

(k-+n) (Z)

&(k4+n+1)

)Qg(k+n+1)(f) —R(i), j

o O

0
7
0
0

By ().

) i Solk+nm) My (i, T) | ;
/=1

*

*

*

() + Zg (k4 nt1) ()|

Eern1) DBy (1) = Wy (1),

o O

pela direita e por sua transposta a esquerda obtém-se

R

6§(k+n) (l>
Fn(0) P (0, LT)Qg(knr) (1)

i+n(i)

iJrn(i)
Q2 (i)
() Fe (g (7)

*

0

o O O

>0, (37)
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* * %
k * *
* * k

> 0, (38)
p (i, 16; T)Qp(kinsny (M6)  * *
0 T x*
0 0 7

na qual
A (1) = Ag(ien) (1) + Be(in) (D) F (e (0)-

Seja Py(jyy) (i) = Qg(}{+n)(i) para todo n > 1. Pelo complemento de Schur a
desigualdade matricial (38) é equivalente a desigualdade quadratica de Lya-
punov

g
Pg(k+n)(i) _( i+n(i))/ Pk+n|k(i/f)P§(k+n+1)(f)Ai+n(i)
j=1

— [Q() + By (VR Feguany ()] = 0. (39)
De acordo com a equacéo (20),
19
Ey i [Pé‘(k-&-n-&-l) (0(k+n+ 1“‘))} =D Prsnfk (i ) Pe(kans1) (),
j=1

Logo, a desigualdade (39) é equivalente a

Pe e (1) — (A1, (1) X Egpn [Pg(k+n+1)(9(k+n + 1|k))} X (Afyn(i) —

| Q) + Fy ) (VR (1)] = 0.

Finalmente, multiplicando esta tltima expressdo por x’(k + n|k) a esquerda e
por x(k + n|k) a direita, obtém-se que para n > 1, é valida a desigualdade:

V(k+ 1) = Bepupe[V(k+ 14+ 1)] > [x(k +nlk) |50 + luk+nk) |-

O
Baseando-se na restricdo estocastica (33) imposta, uma cota superior do pior
caso da func@o custo de horizonte infinito (27) serd obtida seguindo as mes-
mas ideias de [47, Sec¢do 3]. Primeiro, tomando o valor esperado de ambos os
lados das equagodes (33), tem-se que:

lEk[V(k + 1’1)] — ]Ek[V(k +n+ 1)] >
Ej [Hx(k + k) [ Do) + 1k +nlk) H%Q(G(k+n|k)}
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Somando ambos os lados da equacao anterior, de n = 1 até n — oo, obtém-se:
2 Vk+n)] —Ex[V(k+n+1)]) = B [V(1+ k)] — B [V(2+k)]+

]Ek[V(z + k)] - k[V(3 +k)] + .. +]Ek[V(k+ Tl)] — ;}gl;lo]Ek[V(k—f— n+ 1)]

[ee]

Z x (k1K) [0k i) + 114 (k4 11K |74 k+n|k)]

ou seja, paran > 1

Y ek A+ 1 1k) [0 niie

n=1

1k 1) o] -

Ex[V(k+1)] — lim Ex[V(k+n+1)] >E;

Logo, a soma infinita [E;

Y Mk A+ n k) g iy + 1k +n[k) ||%€(9(k+n|k)]

n=1
de termos ndo negativos é limitada superiormente e, portanto,

lim Iy [||x(k+n|k)”2g(6(k+n\k) + [Ju(k + n’k)H%{(G(k-&-Mk)} =0.

Como Q(i) > 0, R(i) > 0 e Py(i) > 0, para todo i € ®, é possivel concluir
que lim,_,o E¢[V(k + n +1)] = 0. Entdo, para o estado inicial dado x(k) e o
modo inicial dado 6(k), tem-se:

[ee]

e | X N+ alk) g + llu(k +nlk) |2
n=1

+ ||”(k)||7z(9(k))
< ”x<k)H2Q(9(k)) + [lu(k )HR w) +EV(k+1)].

2
Joo (K + [1x(k) [l 006

Considere-se um escalar 7y > 0 tal que:

12 () 000y + 1) 1R o) < M
ou seja,
X' (k) (Q(O(k))x (k) + u' (k) (R(0(k))u(k) < 1.
Utilizando o complemento de Schur, a desigualdade acima pode ser escrita em
termos da LMI:

7 * *
x(k) Q71(0(k)) * > 0. (40)
(k) 0 R7(0(k))

Considere-se ainda, um escalar 7, tal que
72 *

AO(k))x(K) + B(6(0)u(k) 1 (6(8), 1T)Qu(1) n

Ag(6(k))x (k) + Be(0(k))u(k) 0
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p~1(0(k), ng; T)Qe(116) |

paratodo / =1,..,nz, T =1,..,n. e para f(k) € ©.
Tomando combinacdo convexa de (41) sobre ¢ no instante k, tem-se que:

T2 *
Ag( (0(k))x (k) + By (0(k))u(k)  p~1(8(k), 1 T)Qgx) (1)

Ag(k) (0(k))x (k) + Bz (6 (k) )u(k) 0

p(0(k), no; T) Qg () (me) |
Aplicando o complemento de Schur, obtém-se:
Y2 > &' (k+ 1|k)Ex (Pe(rr1y (0(k + 1[k))x(k + 1[k) = Ex[V(k +1)]
para todo T = 1,...,n; e para 6(k) € ©. Entdo,
E [V(k+1)] <72,
Tem-se, ainda, que se (40) e (41) sdo factiveis, entdo

Joo(k) <1+ 72

isto €, 1 + 72 é uma cota superior para a funcdo custo J (k).

E possivel escrever o problema de otimizacéo para o MPC irrestrito dado pelas
equacoes (19)—(23) como um problema de minimizacdo. Em outras palavras,
uma cota superior serda encontrada se o seguinte problema de minimizacao
tem solucdo para cada instante de tempo #:

min + (42)
Y1724 (1),Ge(i),Qe (i), Y (7) nen

sujeito a (34), (40) e (41)

Note que as desigualdades matriciais (40) e (41) sdo similares as desigual-
dades (15) e (16) em Lu, Li e Xi [47], respectivamente. Neste capitulo, para
i€ @ ={ie® p(ij;t) >0}, as matrizes Q; (i) da desigualdade (16) de
[47] foram trocadas por Q,(i) para todo £ = 1, ..., nz na equacéo (41).

O préximo Teorema indica a condi¢do de factibilidade do problema de oti-
mizacao (42) e de estabilidade em malha fechada do sistema (19)—(23).

21
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Teorema 3.1. Considere o MJLS incerto e irrestrito descrito pelas equagdoes (19)-
(23). Se existir uma solugdo para o problema de otimizagdo (42) em cada ins-
tante de tempo k para o estado inicial x(k) e o modo inicial i = 6(k), existird
também uma solugcdo em qualquer instante de tempo t > k e; o controlador MPC
baseado no problema (42) garante estabilidade do sistema em malha fechada no
sentido de convergéncia em média quadrdtica.

A demonstracdo do Teorema 3.1 segue passos similares a demonstracdo do
Teorema 3 em [64] serd omitida aqui.

3.4 CASO COM RESTRICOES

Nesta secdo um novo conjunto de LMIs com respeito ao usado em [47, Secéo
3.2] é proposto, no contexto de projeto MPC para o MJLS representado pe-
las equagdes (19)—(21). Sao consideradas restri¢des rigidas nas entradas de
controle e nos estados do sistema dadas respectivamente, por (24) e (25). A
menos que se indique o contrario, os mesmos passos da Secdo 4 em [47] sdo
seguidos para o projeto.

Considere o funcional de Lyapunov dado por:

V(k+n)=|x(k+nlk) n>1 (43)

2
”w&lm)(a(kmk))'
Para cada 6(k +nlk) = i,i € O, Wg&( +n)(i) sdo matrizes de ponderacgio

simétricas positivas definidas dadas pela combinacdo convexa Wg& +n) (i) =

g
Y &i(k+n)W, 1(i). As matrizes W,(i) e as suas inversas W, ' (i) devem ser
=1

determinadas resolvendo um problema de otimizacdo associado ao MPC ro-
busto proposto. Além disso, as restri¢bes sobre V(k + n) dadas abaixo séo
importantes para garantir factibilidade recursiva, como mostrado em [47]:

V(k+1) <
Vk+n+1) <

1; (44)
Vk+n), n>1 (45)

Observe que a desigualdade (25), para n = 1, é equivalente a desigualdade:

—X; < Pi[A(0(k))x(k) + Be(0(k))u(k)] <%j, j=1,..,ny, £=1,..,ng
(46)
e que a restricao (24), para n = 0, pode ser reescrita como:

—[@(k)); < [w()]; < @)}, j =1, 10 (47)

O préximo Lema apresenta condi¢des LMIs que garantem a validade das res-
tricoes (44) e (45).

Lema 3.2. Considere o modo inicial 6(k) e o estado inicial x(k) dados. As res-
tricoes rigidas nas entradas, dadas por (24), para n > 1 e nos estados, dadas
por (25), para n > 2, junto com as desigualdades (44) e (45) sdo vdlidas, se
as desigualdades (46) se verificarem e, se existirem matrizes simétricas W (i),
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Ug(i), Xg(l), Gp(l), Yg(i), Zh(l) e Wh(i), comi € @J_{_T = {Z € 0O, p(l,], T) > 0},

j€E®el,h=1,.., ng tais que as LMIs:

1 " ] >0, (48)
Ag(0(k))x(k) + Be(0(k))u(k) We(i)
Gy (i) + Ge(i) — Wi(i) * *
Ag(i)Gy(i) Wi(j) — Ren(i) * >0, (49
=Y, (i) Zy'By(i) — Wi (i) Zy(i) + Z;,(i)

[ Us(i) Yi(i) ] 0

* G’( )+ Go(i) — Wili) ’ (50)
[UZ(Z')]]] <

(i) pW(i)
(6D

* Wy(i)
[Xl(i)]jj < y}?,

sejam factiveis, nas quais [.];; denota o elemento na linha j e na coluna j das
matrizes correspondentes, sendo

Ry (i) = By(i)Wh(i) + Wy (1) By ().

Demonstracdo: Pelo complemento de Schur, assumindo que (25) € satis-

feita para n = 1; tem-se que (46) € satisfeita. As restricoes (44) e (48) sdo
equivalentes. De fato, V(k+ 1) < 1, se, e somente se,

X' (k+1)W (}<+1)( (k+1]k)x(k+1) <1
ou seja,

X' (k) [Ag (k1) (0(K)) + Bg(rey1) (0(k))Fe(rin) (0(K)) W 4 (B(k + 1[K))
X [Ag(k) (0(k)) + B Fzki1) (0(K))]x (k) <1

que é equivalente a

¥ (K)[Ag(0(k)) + Be(8(k)) Fe(0(k))' Wy (0(k + 1K)
X [Ae(6(k)) + Be(6(k))Fe (0 (k)))x(k) <1,

e utilizando o complemento de Schur, a tltima desigualdade é equivalente a
LMI (48).

As restricOes (24) para n > 1 sdo garantidas por (50) e as restricoes (25)
para n > 2 sdo garantidas por (51) ver [47] para mais detalhes. Assim, resta
provar que a factibilidade das LMIs em (49) garante que a restricdo (45) seja
satisfeita.

Assuma que (49) é valida para matrizes simétricas positivas definidas W, (i)
e matrizes Gy(i), Y;(i) de dimensdes apropriadas. De maneira similar ao Lema

23
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3.1, pode-se concluir que G, (i)W, (i)G,(i) > G}(i) + G,(i) — Wi(i) > 0 e
(49), portanto,

G, (i)W, 1 (i)G (i) * *
A(i)Gy (i) Wh(j) — Ren(i) * >0,
=Yy (i) Zy'By(i) — Wi(i)  Zy(i) + Z;,(i)

e multiplicando essa ultima desigualdade por

G;'(@) 0 0
o Z o],
0 0 Z

pela esquerda e por sua transporta a direita, obtém-se

W[l (1) * *
Ae(i)  Wi(j) — Ran(i) * >0, (2)
—Fo(i)  Zy'By(i) = Wy(i)  Zu(i) + Z;,(i)
na qual F,(i) = G, '(i)Y,(i). Tomando combinacdes convexas de (52) sobre

¢ e h e associando-as com &(k + n) e &(k + n + 1), respectivamente, como foi
feito na demonstracdo do Lema 3.1, tem-se:

Wg(}ﬁn) (Z) *
Ag(k+n) (l> \Wg(k+n) (]) - R(i)

~Feerm) (1) L) DB (1) — Wegkpnr) (0)

*

* >0, (53)
Ze (k1) (1) + Zi ey i) (D)
sendo
R(i) = B () (D) We(e (ks ns1)) (1) + W1y (DB () (0)-

Multiplicando (53) por

ya 0
0 z

pela direita e por sua transposta a esquerda, segue que

-1 .
wé(k+n) (l) *

Ag(ktn) (1) + Be(epn) (D F(n) (1) Weggepngn) (7)

> 0.
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Utilizando o complemento de Schur, a tltima desigualdade implica que

A4 (}<+n)(‘> [Ag(km)(i) B¢ () () F ) (i )} W (}<+n+1)<j>

X [Ag(km)(i) +B§(k+n)(i)F§(k+n)(i)} >0,

multiplicando & esquerda por x’(k + n|k) e a direita por x(k + n|k), obtém-se:
® (k+ k) { Wk, (1) - Pmﬂw»wmﬂwwmwm}w&wm@

X | Bg(icrn) (1) + Beiepn) (V) (1) | x x(k+nlk) =0,

a qual corresponde a desigualdade (45).
O
O MPC robusto com restricoes nas entradas e estados pode ser resolvido
como um problema de minimizacdo e pode ser visto como uma extensao
de (42) com a inclusdo do Lema 3.2 para garantir a restricdo de contractivi-
dade estocdstica (33). Além disso, para garantir que as restri¢des na entrada
sejam satisfeitas em n = 0 e que as restricdes dos estados sejam satisfeitas
para n = 1, escolhendo apropriadamente ii(k), é necessdrio considerar ex-
plicitamente (46) e (47). Especificamente, melhorias significativas podem ser
obtidas, como é mostrado na Secdo (3.6), considerando (49) ao invés das de-
sigualdades da equagéo (21) de [47]. Finalmente, o controlador MPC robusto
é, entdo obtido, se o seguinte problema de otimizacao for factivel:

Problema 3.1.

min Y1+ 72 (54)
Y1, 72, u(n), Ge(i), Qe (i), Yo (i), We(i), U(i), X (i)
sujeito a (34), (40), (41), (46) — (51)

A condicdo de estabilidade em malha fechada do sistema restrito (19)-(25)
sob o controlador MPC obtido de (54) € estabelecida pelo Teorema a seguir.

Teorema 3.2. Considere o seguinte MJLS incerto descrito pelas equagbes (19)-
(25). Se existir uma solugdo factivel do problema de otimizagdo (54) no instante
k para o estado inicial x(k) e o modo inicial 6(k), existird também uma solugdo
factivel em qualquer instante t > k e, além disso, o controlador MPC robusto
baseado no problema (54) garante estabilidade no sentido de convergéncia da
média quadrdtica para o sistema em malha fechada.

Demonstracdo: A demonstracdo deste Teorema segue passos similares a
demonstracdo apresentada em [47, Teorema 2] do seguinte modo:

(1) Primeiramente, prova-se a factibilidade recursiva: considere o MJLS des-
crito pelas equagdes (19)—(25), com estado inicial x(k) e modo inicial
(k). Suponha que existe uma solucdo étima para o problema de otimi-
zacdo (54) no instante k dada por

rn ={71(K), v3(k), u”(k), G{ (k), ..., Gy, (k), Y (K), ..., Y. (K), Q1 (K), ..., Qi (K),
Zi (k) woes 23 (k) WH (K)o W, ( ), U (k) oo, Uy, (K), X (K), ooey Ao, (K) -

25
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Visto que esta solucao satisfaz as desigualdades (34) e (41), do Lema
3.1 obtém-se que a contractividade estocdstica (33) € factivel. Portanto,

V(k+1) =B [V(k+2)] >[x(k +115) [ Go0i1p0))
+ [k + 1) 1R o))

ou seja,

V(k+1) 2B [V(k+2)] + [k + 115) [ So0 1))
+ [[u(k +1[k) H%z(e(k+1\k))'

Ademais, de (41) tem-se que 5 (k) > E,[V(k + 1)]. Portanto, é possivel
concluir que:

V3K) > B [ V(2] + ek + 110 Bagagey + N+ 150) o

para todas as realizacoes de incertezas em (21) e (23). Além do mais,
das restricdes (44) e (45), obtém-se que 1 > V(k+1) > V(k+2). Ento,
obtém-se a desigualdade:

73 (k) >Ex[Brsa [V (k +2)] + [|x(k + 1K) 150 + [11(k + 1K) % g 0))]
> Eg[ri(k+1) +72(k+1)],

na qual k+1) = max E V(k + 2)]. Pode se ve-
wal Mok 1) = o B gy BV 2]

g y s . ~ S
rificar que r;, ; é também uma solugdo para o problema de otimizagéo,
para o qual

Ty ={m(k+1), 720k +1), Y7 (6(k +1))G; (0(k + 1)), Gi (i), -, GL(D),
Vi (@), oo YE(D), QT (), oy Qi (0), Z3 (0), v 23 (0), W (0), ooy Wi, (),
Ui (i), - UL() XY (1), AXor, (1) }

Por inducéo, segue que o problema de otimizacdo (54) é factivel se for
factivel para o instante de tempo k.

(11) Demonstracdo de estabilidade em malha fechada: De acordo com a de-
finicdo (3.1), o sistema (19)—(25) é estavel em média quadratica para
um estado inicial dado x( e modo inicial 6y se E[x'(k)x(k)] — 0 quando
k = 0. Como [x(K) |35, + (k) [ < 77 (K) e Eelya(k +1) + 20k +
1)] < 73, segue que

2 (k) 1Sy + () 1 sy + Exlv (k +1) +v2(k +1)] < 97 (k) + 5 (k).
(55)
De acordo com o principio de otimalidade, pela otimizacao no instante
k41, y1(k+1) 4+ v2(k + 1) serd ainda mais reduzido. Logo, de (55),
obtém-se:

Y (1 (0) + 3k >z(ux )Bgom) + 100 Baogey

=0
+Eg [v1(k+1) +72(k+1)])
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Assim, o conjunto {7} (k) + 73 (k),k =0,1,2,...} é uma supermartingale
[84]. Tomando o valor esperado em ambos os lados da desigualdade
condicional acima para k = 0, obtém-se:

Eq ki:) (vi(k) + 73 (k) | =Eo ki:) (Hx(k)HZQ(G(k)) + () | o))+
Ex[m(k+1) + 72k +1)]) |
isto é,
(049300 = Eo n(k-+1) 4 1a(k-+ 1) 2Eo| 1 (1500
1100 o )]
Portanto, pode-se concluir que E [;i) (Hx(k) ||ZQ(9(k)) + ||u(k) H%{(G(k)))

¢ limitado superiormente. Além disso, para todo k tal que x(k) # 0,

o 10 Fayaqey + 1400 o | > 0

Entao IE;

I;) <||x(k)]|29(0(k)) + Hu(k)H%(Q(k)))] é o valor esperado de
uma soma infinita de uma sequéncia de termos positivos e é limitado

superiormente. Assim sendo,
. 2 2 _
lim Eo [[|x(0)|13 + u(0) | =0

o que implica que klim Eo [||x(k)||*] = 0, pois Q(6(k)) e R(6(k)) sdo
—» 00

matrizes positivas definidas. Ante o exposto obtém-se estabilidade no

sentido de convergéncia em média quadratica para o sistema (19)—(25).

O

3.5 EXTENSAO DO MPC ROBUSTO PARA O CASO MULTI-PASSOS

Os Teoremas 1 e 2 neste capitulo podem ser adaptados para abranger o caso
multi-passos de lei de controle por realimentacio de estados dependente do
modo (30) de maneira similar ao caso investigado em [47].

Uma estratégia possivel para obter condigdes suficientes para resolver o
problema (26) neste caso, € simplesmente reescrever algumas variaveis de
uma forma apropriada nos Lemas 3.1 e 3.2. De fato, € suficiente substituir,
nesses Lemas, Y, (i) por Y/ (i), Q¢(i) por Qj(i) e Gy(i) por G} (i), para todo
t=1,.,n;;n=1,... Neic @T. Além disso, na LMI (34) Qgh(ﬂc) é substi-
tuido por Q7,7 (a) = p~1(i,; T)Q) ! (&) — Ry (i), e na LMI (48) W, (i) é subs-
tituido por W} (i). Além de que, as matrizes de Lyapunov, P (i (i) de (31)
sdo substituidas por

ng
P2 (1) = ;1 &k +n)PI(i), Vi€ ®©, Vn > 1,

27
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nas quais, para n > N, Pz, (i) = Pé\l(un)(i)' O mesmo ¢ feito para as
matrizes de Lyapunov W ,) (i) in (43) que séo substituidas por

ng
W&Z+n)(i) = g@(k—i— mW, (i), Vi€ ©, Vn > 1,

sendo que paran > Nej € O, W&Z+n)(i) = Wg_(lljw)(i). Levando em conta
essas modificacOes com respeito a n, podem ser obtidas novas condicbes base-
adas em LMIs menos conservativas para controle de realimenta¢édo de estados
multi-passos dependentes do modo de Markov de uma maneira similar aquela
que foi feita em [47], com a possivel desvantagem de se ter que otimizar um

numero de matrizes de realimentagéo n; vezes maior.

3.6 ESTUDO DE CASOS

Nesta secdo sdo apresentadas trés exemplos para ilustrar a efetividade do mé-
todo proposto. Em todos os exemplos, adota-se o sistema linear com saltos
Markovianos com trés modos de operacdo, adaptado de [15] e [47].

Para o modo i = 1, as matrizes do sistema sdo dadas por:

[ o 1 [ o 1 |0
Al = [ —26 33 ] 42l = [ —24 31 ] il = [ 1 ]

By(1) = By(1).
Para o modo i = 2, as matrizes do sistema sio:

,Az<2>=[_22 416],31@):[(1’],
By(2) = B1(2).

E finalmente, para o modo i = 3, as matrizes do sistema sdo:

43 = [504 —;3]’[‘2(3): [502 —;1]’81(3): [(1)]

B,(3) = B1(3).
As matrizes de ponderacdo simétricas para os modos i = 1,2 e 3 sdo dadas,
respectivamente por:

[oo1 o Cfo0o1 o X
Q(l)_! 0 0.01]’Q(2)_! 0 0.01]'Q(3)_[ 0 .011]'

R(1) = R(2) = R(3) = 0.01.

0 1

42)= [ —44 46

Os vértices da matriz e probabilidades de transicdo sdo:

055 023 0.22 079 011 0.10
Pl=1036 035 029 |, P>=| 027 053 0.20
032 016 052 023 0.07 0.70
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O exemplo acima é uma adaptagdo do exemplo de [47], também adaptado de
[6], baseado no modelo macroeconomico multiplicador-acelerador de Samuel-
son, publicado em 1939. Em [6], sdo usados dados reais do Departamento de
Comércio dos Estados Unidos (1971) dos anos de 1929 a 1971 dispostos na Ta-
bela 1 em que o parametro s representa a tendéncia marginal para a poupanca
sendo % o multiplicador, w € o coeficiente de aceleracdo relacionando o inves-
timento privado induzido pela variacdo do produto interno bruto comparado
com os periodos anteriores. Os modos sdo i = 1,2,3 denotando respectiva-
mente, os modos "normal’, "expansdo” e "depressdo".

Tabela 1: Modos de operacdo do modelo multiplicador-acelerador de Samuelson.

Modo i Nome Descricédo w; S
1 Normal Nivel médio para s e w 2.5 0.3
2 Expanséo Nivel alto para w e baixo para s 47.3 -0.7
3 Depressao Nivel baixo para w e alto para s -5.3 0.9
3.6.1 Caso1

O primeiro exemplo segue diretamente do MPC com restri¢coes considerando
um passo, ou seja, N = 1 (controlador III) do exemplo dado em [47]. Neste
caso particular, o valor maximo da entrada é 1; isto é, u(i) = 1,i € ©; o
estado inicial xo = [1 1), o modo inicial é 6y = 1 e 250 realizacOes possiveis
da cadeia de Markov foram consideradas.

A Figura 3 retrata a resposta média ao estado do sistema MJLS sob o con-
trolador III, projetado usando a abordagem proposta em [47] (deste ponto
em diante denominado original) e usando a sequéncia de controle obtida por
meio do problema de otimizacdo (54) na abordagem MPC. Note que uma res-
posta de estado rdpida foi obtida utilizando o controlador proposto. A média
da entrada de controle é mostrada na Figura 4.

Para ilustrar que o novo controlador alcanca melhores resultados, o custo
de controle para ambos os controladores foi calculado e é mostrado !

O controlador proposto obtido pelo problema de minimizacao (54) foi tes-
tado em muitos outros exemplos adotados de [47] e o desempenho foi, ao
menos igual ao desempenho do controlador em [47]. Por exemplo, se N = 3
¢ escolhido os resultados usando o controlador IV de [47] e aquele obtido
usando a extensdo MPC multi-passos em (54), como discutido na Secdo 3.5,

Note que os resultados para o custo médio apresentados na Tabela 2 sdo um pouco maiores que
em [47] devido a simulagdo mais longa, 100 em vez de 80, e ao maior numero de realizacdes,
250 em vez de 100.

Tabela 2: Custo médio aproximado sobre as 250 realiza¢des para um passo N = 1.

[47] — controlador III controlador MPC proposto
0.1744 0.1599
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— Original
=-=-Algoritmo proposto

60 80 100
k (tempo)

—— Original
--=-Algoritmo proposto

80 100

Figura 3: Resposta ao estado: Figure 1) x;(k) e Figure 2) xp(k). A linha continua
indica a resposta média ao estado utilizando o controlador IIl em [47] e a
linha pontilhada indica a resposta média ao estado utilizando (54).

sdo bastante semelhantes, com uma vantagem maior para o primeiro no que
diz respeito ao custo computacional.

3.6.2 Caso2

Neste exemplo foi feita uma pequena mudanga na matriz de controle B, de

., 4 |, .
um dos modos do exemplo anterior, isto é, B1(2) = ! ] ¢é considerada em

1

vez de B1(2) = [ (1) ], para o controlador usando um passo (N = 1). Nesta

nova situacdo a regido maxima de factibilidade usando o controlador proposto
pelo problema de minimizacdo (54) na abordagem MPC é maior que a regido
calculada usando o controlador IIT dada em [47] (isto é, usando o original)
como pode ser visto na Figura 5. Vale ressaltar que usando solvers diferentes
tais como LMILab, Mosek [1] e SDPT3 néo fez diferenca no que diz respeito a



3.6 ESTUDO DE CASOS

0.5
——Original
--=-Algoritmo proposto

-0.1
0 20 40 60 80 100

Figura 4: Entrada de controle: a linha sélida indica a media das entradas de controle
usando o controlador III em [47] e a linha pontilhada indica a média da
entrada de controle usando o problema de minimizacdo (54).

0.6
—— QOriginal
—— Algoritmo proposto 5 N

-
= |

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Figura 5: Regido maxima de factibilidade, problema com restri¢do na entrada: u(i) =
1,Vi € ®, e N = 1. O parser Yalmip [43] e o solver SeDuMi foram usados
para plotar a regido.

encontrar a regido viavel. Caso o numero de passos seja definido como N = 3,
a regido de factibilidade méxima calculada usando a extensdo MPC de varias
etapas para o problema de minimizacdo (54), foi discutido na secédo 3.5, é
novamente maior que a regido maxima utilizando o controlador IV em [47]
como pode ser visto na figura 6. Note que a regido maxima de factibilidade se
torna maior em ambos os controladores quando N cresce.

3.6.3 Caso 3

Neste exemplo, a matriz de entrada é novamente modificada para mostrar que
a estratégia de controle proposta pode ainda encontrar solu¢do quando o con-

31



32 MPC ROBUSTO DE HORIZONTE INFINITO APLICADO A MJLS

——Original
| |——Algoritmo proposto | _ -~ - ~

-

0.4 0.2 0 0.2 0.4

Figura 6: Regifo maxima de factibilidade, problema com restri¢do na entrada: (i) =
1, Vi € O, e a extensdo para o caso multi-passos N = 3 no problema de
otimizacdo (54), como discutido na Se¢édo 3.5, e o controlador IV em [47].
O parser Yalmip [43] e o parser SeDuMi foram usados para plotar a regido.

trolador de [47] ja ndo pode. As matrizes de entrada modificadas utilizadas
sao:

Bi(1) = [ Oil ] , By(1) = [ _009‘1 ] By(2) = [ Of ] B(2) = [ —0.1 ]

1
By(3) = [ 0055 ] , By(3) = [ ‘009'2 ] .

A Figura 7 representa a regido maxima de factibilidade para ambos os mé-
todos no caso de um passo (N = 1). A regido encontrada usando o método
em [47] ndo pode ser vista na figura, visto que é uma regido muito pequena
em torno da origem que pode ser causada por imprecisdes numeéricas.

Para verificar se a regido maxima de factibilidade se torna maior com o au-
mento do numero de passos a frente, a saber, N = 3, é utilizada a extensao
MPC de multi-passos proposta para (54), discutida na Secdo 3.5. A Figura
8 mostra um crescimento da regido maxima de factibilidade para o método
proposto neste trabalho. A regido é maior para o controlador IV em [47] com-
parada com a regido obtida para o caso N = 1 controlador Il em [47], porém,
pode ser detectado que a regido maxima de factibilidade ainda é pequena e
reside dentro de uma regio circular com raio igual a 1 x 10~* em torno da
origem, o que é, provavelmente, devido a imprecisdo numérica.

3.7 PRODUGCAO RELACIONADA

O estudo apresentado no Capitulo 3 deu origem ao artigo:

* R. O. Lopes, E. M. A. M. Mendes, L. A. Térres and R. M. Palhares. Cons-
trained robust model predicted control of discrete-time Markov jump
linear systems. IET Control Theory & Applications [44].
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0.4
—Original
—— Algoritmo proposto -
0.2 PP N
/// //
_— 4 //
/s
E%u 0 // //
x , ,
7 /
7 7/
Y /
& _ 7/
-0.2 RN f_ﬁ.""’
-0.4 ' ' : '
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figura 7: Regido méxima de factibilidade, problema com restri¢io na entrada com
valor maximo: #(i) = 1, Vi € ©, com N = 1 abordado por [47]. O parser
Yalmip e o parser LMILab foram usados para plotar a regido. A regido de
factibilidade calculada usando o método proposto em [47] ndo é visivel
visto que é, provavelmente, composta apenas pela origem.

0.4
——Original
—— Algoritmo proposto N
0.2 =T S el
/// //
7 s
—_— s //
[=) /
><c\l 0 ,// ///
// ’/
’ //
027 ~~_ -7
-0.4 ' ' : '
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figura 8: A regido maxima de factibilidade do problema com restricdo na entrada:
u(i) =1,Vi € ®, e N = 3 para ambas as abordagens em [47] e na extensdo
para multi-passos (54), como discutido na Secdo 3.5. O parser Yalmip e
o solver LMILab foram usados para plotar a regido. A regido maxima de
factibilidade do algoritmo proposto em [47] ndo € visivel, visto que é uma
regifo pequena dentro de uma regifo circular de 4rea igual a 1 x 10~% em
torno da origem.
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MPC ROBUSTO DE HORIZONTE FINITO APLICADO A MJLS
SUJEITO A RUIDO ADITIVO

Neste capitulo, desenvolve-se um algoritmo de controle preditivo robusto ba-
seado em modelo para uma classe de sistemas lineares sujeitos a parametros
incertos variantes no tempo, saltos Markovianos e ruido aditivo. Considera-se
incertezas politopicas nas matrizes do sistema. Obtém-se condi¢des por meio
de LMIs para o projeto MPC nos casos sem restricoes e com restricdes de
segundo momento nos estados do sistema e nas entradas de controle, respecti-
vamente. A abordagem estd baseada em uma estratégia de predicdo recursiva
de um MPC robusto de horizonte finito, como uma tentativa de resolver o pro-
blema de controle 6timo que ainda permanece sem soluc¢do na literatura. Uma
simulacdo numérica sera dada para ilustrar a efetividade do método proposto.

4.1 FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere (Q, §, {3k}, IP) , o espago de probabilidade com condicdes usuais de
filtragem {J,,n > 0} [16, Secdo 2.3] que regula a evolugdo do sistema linear
de saltos Markovianos e variacdo de parametros dado pela equagéo:

X(k+1) =Ag s (0(k))x (k) + B (0(k))u(k) +H(O(k))w(k),

(56)
k> ko,x(ko) = Xo, g(kO) ~ Ho,

na qual, x(k) € R™, u(k) € R"™, e w(k) € R"™ denotam os estados do sistema,
as entradas de controle e o ruido de distturbio aditivo, respectivamente. O pro-
cesso {0(k);k > ko} representa uma cadeia de Markov discreta no tempo,
tomando valores no conjunto ® = {1,...,1ny} com matriz de probabilidade
de transicdo P = [p(i,])];jco em que p(i,j) := Pr[0(k +1) = j|O(k) = i].
O processo de ruido de disturbio aditivo {w(k),k > ko} tem média zero
e matriz de covaridncia ¥ := E[w(k)w(k)'] para todo k > ko. Além disso,
{w(k), k > ko} é independente de {6(k), k > ko}. O estado da cadeia de Mar-
kov em um certo instante de tempo k + n,n > 0 condicionado ao instante
de tempo k, isto é, 6(k + n|k) é determinado de acordo com uma distribui-
80 pyyu = Pr(8(k+n) = i|Tx), em que i € O, e tal que a distribuicéio
do estado inicial da cadeia é dada pelo vetor de dimensao ny definido como:
Hinfe = (P i = ienc (D, - Hiesne (D), -+ i (116))-

As matrizes H(i) € R™*"» i € ©, sdo dadas. Considerando o simplex uni-
tério definido em (22), para cada (k) = i € ©, as matrizes Ag ) (i) € By (i)
dependem dos parametros variantes no tempo (k) € E™ sdo definidas em
(23).
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Considere o critério de custo linear quadratico de horizonte finito associado
ao sistema (56), para qualquer lei de controle admissivel u = (u(k), u(k +
1),...,u(k+ N —1)), como:

T (1) = Afﬂz [x’(k +n)Q(0(k+n))x(k+n)+u'(k+n)R(O(k+n)) )
n=0 57

x 1k + n)} +E [x/(N)Q(G(N))x(N)],

em que N < oo representa um horizonte de predicdo de N estagios; as matri-
zes de ponderagdes sdo Q(0(N)) € S0, Q(0(k+n)) € S0, e R(0(k+n)) €
S"™t comn =0,...,N — 1. O principio de horizonte retrocedente serd apli-
cado, ou seja, o custo (57) sujeito as restricbes de segundo momento dadas
por

= N 58
S (58)

nas quais Ey ,,[.] := E[.|x(ko)
cada instante de tempo k > k.

O problema descrito acima é uma formulacdo popular de um problema de
regulacdo que tem o objetivo de manter o estado do sistema préximo a origem.
A funcéo de custo quadratico induz uma penalidade alta para grandes desvios
do estado a partir da origem e para agdes de controle de grande intensidade,
mas uma penalidade relativamente pequena para pequenos desvios e a¢oes de
controle de baixa intensidade. Além disso, o custo quadratico leva a uma boa
solucdo analitica ([4, pag. 130]).

I
=
S
st
—
N
(=]
S—
2
-
=
[aN
¢]
<
@)
[%2)
[©)
=
2
o]
gy
2
N
Q
[aN
o
€]
=

Problema 4.1. O problema de controle étimo € o de encontrar u* tal que

u* = arg min ]lli,(u), sujeito a (56) e (58).
u

Para buscar uma solucdo para esse problema, utiliza-se a estratégia de hori-
zonte retrocedente, combinada com uma lei de controle dependente do tempo
e do modo escrita como realimentagéo linear de estados na forma:

ulk+n)=F,0(k+n)x(k+n), 0<n<N-1. (59)

Isto €, para cada instante de tempo k > k, aplicando-se a lei de controle (59),
uma sequéncia {F. ,(6(k+mn))} ,n = 0,...,N —1 é obtida e uma solucéo
subétima para o Problema de Controle Otimo 4.1 é encontrada. Apenas a pri-
meira entrada u(k) = F.(6(k))x(k) é implementada, e a otimizac&o é repetida
no proximo instante de tempo k + 1, desta vez baseando-se no novo estado
x(k+1).

Observacéo 4.1. A novidade da abordagem proposta estd no fato de que o Pro-
blema 4.1 considera robustez que depende de conjuntos politdpicos variantes
no tempo. O Problema 4.1 ainda estd aberto na literatura porque ndo existe
uma solugdo algébrica. Desta forma, mais uma contribui¢do nesta tese € de-
senvolver condigbes por meio de desigualdades matriciais lineares para se ob-
ter uma cota superior para a fung¢do custo, ou seja, uma sequéncia de controle
i = {fig, g1 ..., Aken—1} tal que miny J& (u) < J (1), supondo que os modos
de Markov estdo disponiveis para o controlador.



4.2 RESULTADOS AUXILIARES

Para toda sequéncia M € S"* o operador £(M) =(E1(M),...,E,(M)) é
definido como em [15]:

119

&i(M) := Z;p(i,j)M(j)- (60)
=

A préxima secdo apresenta resultados preliminares que dao suporte aos re-

sultados principais.

4.2 RESULTADOS AUXILIARES

Para simplificar a notacdo, em tudo que segue supde-se que o estagio inicial
ko = 0, de modo que J& (u) = J%, (u).

Suponha que x(q) = x € R™ e 6(gq) = i € © sdo conhecidos para algum
g € {0,...,N —1}. Entdo o custo parcial ou intermediario (em Inglés “cost-to-
go”) associado ao funcional (57) fica sendo

N-1
Ing() 3= Y B2 (1) Q0(n)x(n) + ' (m)R(8(n))u(m)|x(q) = x, 6(q) = ]
n=q

+E [ (N)OO(N)x(N)|x(q) = x, 8(q) =i, (61)

com entradas de controle da forma u(n) = F,(6(n))x(n), n=gq,...,N — 1.
Note de (57) e (61) que ]IQ](u) = Jno(u). Além disso, substituindo (59) em
(61) obtém-se

N-1
Ing(u) = Y E [x'(n)(Qw(n)) + F(0(n)) R(O(n)Eu(6(n)) ) x(n)|
n=q

() = %,8(0) = 1] + B [+ (V) QEN)x(N)|x(a) = 7, 0(g) 1]

(62)
Objetivando lancar méao do principio da otimalidade de Bellman [5], o pro-
blema de minimizar a funcdo custo ]f‘\](u) dada por (57) sera transformado
em um problema intermedidrio, em que o desempenho da funcdo de custo

intermedidrio (61) de N — g estdgios (reverso em g) deve ser otimizado. Para
este fim, funcionais auxiliares V,, : R™ x ® — R, sdo definidos tais que:

Vu(x(n),0(n)) = x'(n)Py(0(n))x(n) + a,(0(n)), n=0,...,N, (63)

nos quais as matrizes P, (i), e escalares w,(i); i = 1,...,n9, n = 0,...,N;
devem satisfazer a recorréncia:

P,(i) = Q(i) + F.(i))R(i)E,(i) + AL (1)&(Pus1)An(i) ,n =0,...,N —1,
Py(i) = Q(i) (64)

e, Fu(i),i = 1,...,ng, n = 0,...,N — 1 sdo dados, com A, (i) = Az (i) +

(65)
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O préximo resultado representa um passo importante para a demonstra-
cdo da principal contribuicdo deste capitulo, pois garante que V,(x(g),0(q)) é
igual a (1) sempre que §, = {x(q),0(q)}

Lema 4.1. Fixe g4 € {0,..., N}, e assuma que o par (6(q),x(q)) é conhecido.
Entdo

Ing(u) = Vo(x(q),6(q))- (66)

Demonstracao: Inducdo reversa sobre n é usada nesta prova. Para a condi-
¢do inicial n = N, obtém-se de (63) que

Vn(x(N),0(N)) = x'(N)Pn(0(N))x(N) + an(6(N)). (67)

Visto que an (i) = 0 em (65) e Py(i) = Q(i) em (64), segue que o lado direito
de (67) é igual a

x'(N)Pn(8(N))x(N) = Vn(x(N)),

e, portanto, Jy n(u#) = Vn(x(N),0(N)). Este argumento demonstra o resul-
tado em (66) para g = N

Agora, assuma que Jng41(1) = Vy11(x(g +1),0(g +1)). Esta hipdtese é
usada para mostrar a validade de (66). De fato,

Ing() = Y E [ (1) Q0(n))x(n) + o (n)R(6(n) )u(n) | 5,]

+ IE[ (q + 1)Pq+l(9(q +1))x(q +1)[ 3] + Elag41(6(g +1))[ ).
(68)

Por outro lado, a partir de (56) e (59), tem-se que

E[x (q+1>Pq+ (0(q+1))x(q+1)[x(q) = x,0(q) = i]
xX'(q) Ay (1) Ei(Pyr1) Ag(i)x(q) + Tr{H'(i)&;(Py11) H({H)Z}.  (69)



4.3 CASO SEM RESTRIGCOES

Finalmente, pode-se concluir de (68) e (69), que

Ing(u) =x'(q) (Qi) + Fy () R()Fy (i) + Ay (1) Ei(Py1) Aq (i) x(q)
+ TI‘{H/(Z)SZ(Pqul)H(l)Z} + gl'([qurl),

Ing(u) = Vy(x(q),0(q)) = x(q)'Py(i)x(q) + ag (D).
O préximo resultado mostra uma maneira de avaliar um limitante superior

para a funcao de custo intermediario em (61) resolvendo o problema de facti-
bilidade a seguir.

Problema 4.2. Sejaq € {0,...,N —1} e fixe 6(q) € ©, x(q) € R"*. Considere
E,(i) € RY™" dados, P,(i) € 8™, &,(i) > 0 varidveis; i = 1,...,ngen =
q,...,N —1. Encontre Y >0 tal que:

vq > X' (9)P5(6(9))x(9) + &4(6(q)), (70)
Pa(i) > Qi) + F, (i) R(i)Fa(i) + Ay, (1) Ei(Pyy1) Au(i), (71)
Py (i) = 9(i),

8 (i) > Ei(Bpy1) + Tr {H' ()& (Puyr)H(I)Z}, (72)
in(i) = 0.

O préximo Lema apresenta um limitante superior para a fungéo custo [ 4(u)
em (61), utilizando o Problema 4.2.

Lema 4.2. Se 6(q) € ® e x(q) € R" sdo dados para algum q € {0,...,N — 1},
entdo

Vg > Va(x(9),009)) = Ing(u).

A prova do Lema 4.2 é imediata e serd omitida.
A préxima secdo apresenta o método com o qual se calcula a sequéncia
subdtima #1 comentada na Observacdo 4.1 (pag.36).

4.3 CASO SEM RESTRICOES

Com os resultados da secdo anterior e adaptando adequadamente o desen-
volvimento tedrico do Lema 3.1 do Capitulo 3 para apresentar o contexto, a
principal contribuicao desta secdo pode ser apresentada no préximo teorema.
Teorema 4.1. Seja p(i,j) > 0 para todos i,j € ©. Se existirem matrizes S, (i),
Op41(i) € 8T e matrizes G(i), Y, (i), Wy(i), Z(i), escalares w,(i); para
n=0,...,.N=1L/h=1,...,nzei € O; e existir um escalar vy > 0, tais que
sejam factiveis as desigualdades matriciais lineares:

[ GL() 4 Guli) —Suli)  * . x s .
Aﬂ(i) Gn(i) g?h(l) - * * % *
Ag(i)Gn (1) —Rgh(ll) NN * * % *
: : - - > 0(73)
Af(i)Gn (1) —R[h(i) R S?h(ng) * ok *
Q% (1)Gul(i) 0 ... 0 T *
R (i)Y, (i) 0 0 0 *
L —Yu(i) Zon (i) Zon(@) 00 Z/ (i) + Zy(i) |
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sendo que,
Sn(i) = Q71(i)
An 1 )
S?h(]): P(l ])Sn+1(]) Réh(l)l kzl/---;”(a;

Ren(i) = Bo(i) W (i) + Wi (i) By (i), Zon(i) = Z;, (1) By (i) — Wi(i);

Dén(i) —5i(06n+1) —Tr{OnH(i)} > 0,' n= O,...,N—l, (74)
em que an(i) = 0; i € ©;
Opn+1(i) * *
1 1
,1)2H'(i)X2 S 1) ... 0
PiDIHOEE 801 o 5
: : 0
| p(i,ng)2H' (i) 0 Sn+1(n) |
ro—ao®) o+ (76)
X0 So(6o)
para 6y € O e xg € R" dados. Entdo para
7" = infy, (77)
tem-se que
muin Ino(u) < 77, (78)

sendo F,(i) = Y, ()G, (i), Vi € @.

Demonstracao: Suponha as LMIs em (73) factiveis para matrizes simétricas
definidas positivas S, (i) e matrizes G, (i) e Y, (i) de dimensdes apropriadas.
Portanto, é possivel concluir que G, (i) + G, (i) — S, (i) > 0, e visto que S, (i)
é positiva definida, G, (i) é néo singular. Note que

[Gn(i) = Su(D)]'S; (i) [Gu (i) — Su(i)] = G’() n (D)Gu(i) — Gy (i) — Gali)
Sn(i) =0,
isto &, G/ ()5S, 1(i)G, (i) > G/ (i) + Gu(i) — S, (i) > 0, a LMI (73) implica que
[ G)S 1 ()Ge())  * . x x x * ]
Ap(i)Gy(i) /G * S *
Ag(i)Gn(i) —Rgh(i) e * * % *
: e >0. (79)
Ay(i)Gn (i) —Ryn(i) Siu(ng) * = *
Q% (i)Gu i) 0 0 T s ¥
R (i)Y, (i) 0 0 0 x
I — Y (i) Zn(i) Zo(D) 0 0 2y (i) + Zy()




4.3 CASO SEM RESTRIGOES

Multiplicando (79) por

[ G716 0 0 0
0 T 0 0
0 0 0
00 ... T 0
0 ... 0 0
I 0 ... 00 T

[ S;l(i) * * * % *
Ay(i) §Z’h(1) * * % *
Ag(l) 7Réh(l') * * *k ES
My, (i) = : : : o : >0, (80)

Ay(i) =Ry (i) Sh(ng) x * *
Q: (i) 0 0 T = %
Rz (i) Fy (i) 0 0 0 *

—Fu(i) Zog(i) oo Zg(D) 00 Zy(0) + Zy(i) |

na qual F,(i) = Y,,(i)G,; }(i). Escolha ambos ¢(n) e &(n + 1) de " em (22)
tais que

254 i) e Ag(upn)(i Zgh n+1)Au(i).

=1

Defina a matriz

Zé‘e Mzh”]

Tomando a combinacao convexa de (80) sobre ¢ associado com o tempo #, e
sobre /i associado com o tempo n + 1, resulta na LMI

n
i)=Y Cu(n+1)
=1

S;l(i) * * * ok *
Ag(n) (i) §”(1,1) * * % *
A@'(ﬂ) (l) —R(l) * * * *
A (1) —R(i) S"(i;ng) * *
Q: (i) 0 0 I = *
R2()E,(i) 0 0 0 I *
RGO 20) 26) 0 0 Ziyiyy () + Zein ()
na qual
n 1 :
7 = T a°n R 1), - l/ 2/ Ny,
@) = oy S U) — RG] 0

R(i) = B () (1) W (1) (1) + Wiy i1y (1) Bl (0),
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Z(i) = Zg (1) (B (1) = W) (0).

Multiplicando (81) pela matriz nio quadrada *

‘'z 0o ... 0 0 0]
0 z 0
0 0 7z 0 0
0 0 0 Z 0
0 0 0 0 7
| 0 =B, () ... —B,() 0 0|
pela direita e por sua transposta a esquerda, tem-se
) * * * k|
An(i) p(i,1)71S,1(1) ... * * ok
Au(i) 0 * o
: : : 1| >0,(82)
A,(i) 0 oo p(i,ng)1Sus1(ng) * %
Qz(i) 0 0 T =
| R2(i)E, (i) 0 0 0 7|
em que

An(i) = Ag () (i) + By () Fa (i),
Seja P,(i) = S,/'(i), para todo n > 0 e todo i € @. Pelo complemento de
Schur, a desigualdade matricial (82) € equivalente a

Py(i) > Q(i) + E, ()R () Fu (i) + Ay, (1) Ei(Pus1) An (i) (83)

Suponha as LMIs em (75) factiveis. Entdo, pelo complemento de Schur, (75)
€ equivalente a:

11g
Ousi(i) > ) pli, [)LHH (i) Pyt () H(D)E2. (84)
k=1
Aplicando o operador traco em ambos os lados de (84) resulta em:
Tr (Oppa(i)) > Tr (H'()€(Puy1)H(H)E) . (85)

De (74) e (85) segue que
ay(i) > Ei(apyr) + Te{H (i)&;(P,s1)H()Z}; n=0,..,N—1, Vie O. (86)

Finalmente, o complemento de Schur em (76) implica que 7y — ao(6y) —
x)Sy 1 (80)x0 > 0, quando Sy ' (6y) = Py(6p). consequentemente

Yo > X(I)P()(@())XO + 060(90) > 0. 87)

1 Esta matriz tem o mesmo numero de linhas da matriz quadrada M" (i, t), porém, com uma
coluna a menos.



4.4 CASO COM RESTRICOES

Tem-se que 7o € limitado inferiormente, logo existe
v* = inf 7y tal que vy > xPo(6p)x0 + o(6p)-

Note que (83), (86) e (87) satisfazem as desigualdades no Problema 4.2 e,
portanto, usando o Lema 4.2 obtém-se que:

min Jyo(u) < 7" (88)

Observacao 4.2. O Teorema 4.1 apresenta uma forma de calcular uma solugdo
subdtima para o problema de controle linear quadrdtico de sistemas lineares com
saltos Markovianos e parametros variantes no tempo, sem considerar as restrigoes
(58). O Teorema 4.1 representa a primeira tentativa na literatura para resolver
este problema de controle, ainda ndo resolvido. Uma vantagem deste Teorema ¢é
que sua utilizagdo faz uso de desigualdades matriciais lineares, uma abordagem
completamente independente dos métodos iterativos [79]. A Secdo 4.5 ilustra os
beneficios potenciais do Teorema 4.1 para aplicagdes.

4.4 CASO COM RESTRICOES

Nesta secdo, as restri¢des rigidas (58) serdo consideradas, as quais, com kg =
0, no intervalo do horizonte de predi¢do podem ser reescritas como:

Exo, uo[x(n)x(n)'] < Xpax ,n=1,...,N—1, (89)
lEJCO/I/‘O [u(n)u(n)’] S umux/n = 1/ e rN - 1/ (90)

em que By, y,[.] := E[[x(n) = x4, 0(n) ~ pypnl,
Seja 1p a func¢éo indicadora do conjunto D. Defina a matriz:

Xy (1) = By, o [x(1)x (1) Ng(y ], Vi € O. 91
Proposicio 4.1.
Xuy1(i) = i{?ji((Ag(n)(j) + Be () (1) Fn (7)) X (1) (Ag(n) (7) + By () Ea ()’
=
+ e ()VH)ZH)' |

em que Xp(i) = u(0)x(0)x(0)".
Demonstracdo: Por definicdo,

Xnt1 (1) = ]Exo,ﬂo [x(n + 1)x(n + 1)/1{9(n+1):i}] Vi€ O.
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Logo,

X1 (i) = Y By polx(n 4+ 1)x(n + 1) Lyg(ni1)=ijo(m)—j)]

=1
= ﬁﬁxo ol (Ag () (6(m))x (1) + Bz () (0(n) Ju(n) +H(O(n))w(n))

X (Ag(ny (0(n))x(n) + Bgy (0(12) )u(n)
+H(0(n))w(1)) L igns1)=ifo(m) =]

= 2 By, o[ (Ag(n) ()2 (1) + By () (1) + H(j)w(n))
Az (n) ()X (1) + Be() (f)u(n) + H()w(n)) Lo pji

(
Substituindo u(n) = F,(i)x(n), tem-se que

119

X (i) = Jg By, o [(Ag(n) ()X (1) + B () Fu (1) x (1) + H(j)w(n))
X (Ag(n) (7)x(1) + Bey (1) Fa (D)x(1n) + H(j)w(n)) Lo =] pji
= ZlExo yg[ () (1) + Be(y (1) Fu (1)) x (1)) (x (1) (Ag ) (/)
+ B (/) Fu (i)' +H(]’)W(n)W(”)'H(]')')]ﬂ{em):j}iﬂjz}
= Zpﬂ Ay (1) + By () F (1)) B, g [x (1) x (1) 1))
(Ag< ) (/) + Be(n )(]')Fn(i))'ll{e(n)zj}] + H(j)ZH(}) 1 (f)
= Zp;z Az(n) () + Beuy (1) F (1)) X (i)
(A{;'(n) () + B () Fu (i) + H)ZH() pa ()
Lema 4.3. A restrigdo (89) ¢ equivalente a:

g
Y (i) < Xopar , Y1 >0 (92)

Demonstracao:

Ex, }40 Z Ex, Vo ]1{9 Z o (

Corolario 4.1. Se as condi¢coes do Teorema 4.1 forem satisfeitas, e se além disso
existirem matizes U, (i), {,,(i), e Xy11(i), i€ ©, n=1,...,N — 1 tais que:

19

Y X (i) < Xoaxs Xo(i) = poxoxg ,¥n > 0, (93)
i=1

n+1 Zp]z gn + .”n( ) (])Z‘H(])I] >0, (94)



4.4 CASO COM RESTRICOES

[ Cn(i)  Ag(n) ()G (i) + By () Yo (i) ] >0, (95)
* Gn(i) + G (i) — Xy (i)
YU () < U, 6
j=1
U, (i) You(i) <0 97)
* Gu(i) + Gu (i) — X, (i)

entdo as restri¢des de segundo momento (89) e (90) estardo garantidas.
Demonstracao: Suponha (95) verdadeira, entao

GL()X, 1 (i)Gu(i) > GL(i) + G, (i) — X, (i) > 0.

Logo, a desigualdade (95) implica que

Tn(j) Agn) (1) Gu(i) + Bg() (1) Yu (i)
* G ()X, 1 (1) Gal(i)

> 0.

Aplicando o complemento de Schur na LMI acima, resulta
Cn(i) > [Ag(m) (1) G (i) + By (D) Ya (1)1 G, (1) X (1) G (1)
X [Ag () (1) G (i) + Bey (1) Yo ()]
substituindo Yy, (i) = F,(i)G,(i), segue que
Tn (1) > [Ag(n) (1) + By (1) Fa ()] X (1) [Ag(n (1) 4 Bewy (i) Fu ()], Vi € ©.

Por outro lado, se (94) é factivel, entdo
g
Xp1(1) > Y piilCa(j) + pa(HHG)ZH(j)']
j=1

> i {sz‘ (Ag(n () + Be () (D Fa () X () (A ) (7) + Beony (D) Fu (7))
=

+ pa () H()ZH() |
= An+1l (1)
Portanto, de (93) é possivel concluir que

19
Y Xu(i) < Xiwaxs Xo(i) = poxoxq ,Vn > 0.
i=1

Pelo exposto acima e de acordo com a Proposicdo 4.1 a restricdo de segundo
momento (89) é garantida.
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Ademais, supondo (97) factivel, obtém-se:

U (f) Y (j)
« Ga() X5 (7)Gaulf)

Aplicando o complemento de Schur, segue que:

Un(j) > Ya(7)Gu (7)™ Xn () (G (7)) Y (7).

Logo, somando ambos os lados de j = 1 até j = ny, tem-se

> 0. (98)

Supondo que (96) € factivel, é possivel concluir que:

T iYn(]’)(Gn(i)1)’Xn1(]’)(Gn1(]'))’(Yn(J'))’
L

substituindo F, (i) = Y,(i)G,; ! (i), tem-se que:

Unax > .nzean(]')X () E: () = iFn(J)E[x(n)x(n> o=y Fali)
= =
= iIE[u(n)M(”) ]]1{6(11):]}
i=
=E[u(n)u(n)']

4.5 EXEMPLO

O exemplo a seguir ilustra a efetividade do método proposto neste capitulo. O
sistema linear com saltos Markovianos com trés modos de operacao escolhido
e ruido aditivo, é novamente o sistema adaptado de [47] e [15].

Para o modo i = 1, as matrizes do sistema sio:

o 1 o 1
All) = [ 26 33| 2= [ —24 31 ]
fo fo Joos o
Bl(l)_[1]’32(1)_[1]’H(1)_[ 0 0.05]'

Para o modo i = 2, as matrizes do sistema sao:

[ o 1 [ o 1
Al(z)_[—zm 4.6]'A2(2)_[—4.2 4.6]'

Bl<z>=[f],sz):[O],H(z):[O'% 0 ]



4.5 EXEMPLO

E finalmente, para o modo i = 3, as matrizes do sistema sdo:

o 1
'A2(3)_!5.2 —5.1]’

0 1

43 = [ 54 -53

_10 _ 10 1005 0
B1<3)_[1]’B2(3)_[1]'H<3)_[ 0 0.05]’

As matrizes de ponderacdo simétricas para os modos i = 1,2 e 3 sdo dadas,

respectivamente por:

Q(1):[0'01 0 ]’Q(z)zlom 0 ],Qm:[om 0 ]
. 0 001 0 .011

Q

0 001
(1) = Q(1), Q(2) = Q(2), Q(3) = Q(3),
R(1) =R(2) =R(3) =0.01.
A matriz de probabilidades de transicdo e a matriz de covaridncia sdo dadas,
respectivamente, por:

055 023 0.22 1 0
P=1|036 035 029 |, X= [ 0 1 ]
032 016 0.52

4.5.1 Caso sem restrigoes

Considere o estado inicial xo = [1 1]’ e 0 modo inicial 8 = 1 no Teorema
(4.1), para 1000 realizacoes da cadeia de Markov, o custo médio obtido para
foi de 0.300. As médias das trajetérias dos estados do sistema estdo mostradas
na Figura 9. A média do esfor¢o de controle é mostrada na Figura 10.

4.5.2 Caso com restrigoes

O estado inicial xo = [1 1]/, o modo inicial é 6, = 1 e as restri¢des de segundo
momento impostas para as entradas de controle e para os estados do sistema
foram:

2.002 0
E x(n)x(n)'] <
xo,}lo[ ( ) ( )] [ 0 2,002

Exq, uo[u(n)u(n)'] <2625,n=1,...,N,

] ,n=1,...,N,

para 1000 realizagdes possiveis da cadeia de Markov, neste caso, o custo médio
obtido foi de 0.6360.

As trajetorias médias dos estados do sistema estdo mostradas na Figura 11,
e a média da entrada de controle é mostrada na Figura 12.

Baseando-se nas LMIs (93) e (96), define-se:

g
A(n) = Xpax — Y Xu(i) ,Vn >0, (99)
i=1
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i — — — desvio padréo de x, ()

meédia de % n

— — —desvio padrio de x, (h]

05 L 1 1 1 1
0

\ — — —desvio padréio de x,(n)

media de x,in)

— — —desvio padrdo de x,(n)

05 L 1 1 1 1
0

Figura 9: Estados x;(n) x2(n). A linha continua indica a resposta média dos estados
utilizando o controlador obtido por meio do Teorema 4.1 e as linhas trace-
jadas indicam o desvio padrao dos valores de cada estado.

5(1) = Upas — Y Fa(i) Xu(i) , ¥ > 0. (100)
i=1

O grafico dos menores autovalores de A(n), Amin{A(n)}, paracadan =1, ...,
N esté representado na Figura 13. E o grafico de §(n) estd representado na
Figura 14. Note que Amin{A(n)} = 0, em n = 1,2,4, e que 6(n) = 0 para
n =1,2,3,4, ou seja, a restricdo em valor esperado dos estados e das entradas
sdo ativas nestes casos paran = 1,2,4en = 1,2, 3,4, respectivamente.

4.6 PRODUGAO RELACIONADA

O estudo apresentado no Capitulo 4 deu origem ao artigo:

* R. O. Lopes, E. M. A. M. Mendes, L. A. Torres, A. N. Vargas and R.

M. Palhares. Finite-horizon Suboptimal Control of Markov Jump Linear
Parameter-Varying Systems.



4.6 PRODUGCAO RELACIONADA

— — —desvio padrio de u(n) B
média de ufn)
— — —desvio padrio de u(n)

A _l'I . /_H/M\/—”-—/ﬁ“‘/'__““/hx‘v/_
2! - _
2 1
b
3ty ;f 4
\v"
-4 1 1 1 1
0 10 15 20 25 30

Figura 10: A linha sélida indica a média das entradas de controle obtidas usando o
Teorema 4.1, e as linhas tracejadas indicam o desvio padrdo das entradas

de controle.
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— — —deswio padréio de % n)

media de x, (n)

— — —desvio padrio de x (n]

— e e
1 1 1
15 20 25 30
n
— — — desvio padréo de x,(n)
média de xz(n)
— — —desvio padrdo da x,(n) b
=
3l e ]
15 | 1 1 1 1
g 10 15 20 25 30

Figura 11: Estados x1(n) e xp(n). As linhas continuas indicam as média das trajetdrias
dos estados controlados usando agdes obtidas via aplicacdo do Teorema
4.1, e as linhas tracejadas indicam o desvio padrdo de cada estado do
sistema.



Figura 12: Entrada de controle: a linha sélida indica a média da entrada de controle
obtida por meio do Teorema 4.1 e do Corolario 4.1; e as linhas tracejadas

4.6 PRODUGCAO RELACIONADA

— — —desvio padrio de u(n)

— — —desvio padrio de u(n)

média de ufn)

10

15 20 2

indicam o desvio padrao das entradas de controle.

e (A}

[IR=]

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.z

0.1

01
a

30

Figura 13: Menores autovalores de A(n).

30

51



52 MPC ROBUSTO DE HORIZONTE FINITO APLICADO A MJLS SUJEITO A RUIDO ADITIVO

Figura 14: Valores obtidos para é(n).



CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

5.1 CONCLUSOES

Esta tese apresentou duas estratégias de projetos para controle preditivo ba-
seado em modelo (MPC - do inglés, Model Predictive Control) para sistemas
lineares a tempo discreto e com saltos Markovianos, como segue:

* No capitulo 3 foi apresentada uma abordagem de controle preditivo ro-
busto baseado em modelo para garantir estabilidade em média quadra-
tica para uma classe de sistemas lineares a tempo discreto com saltos
Markovianos e com incertezas politdpicas tanto nas matrizes do sistema
bem como na matriz de probabilidades de transi¢do. A principal contri-
buicao foi a obtencdo de um conjunto de desigualdades matriciais line-
ares (LMIs) utilizando a teoria de Lyapunov e a¢des de controle depen-
dentes do modo de Markov e levando em conta as incertezas politdpicas
na descricdo dos modelos do sistema. RestricOes rigidas foram considera-
das nas entradas de controle e nos estados do sistema. Por fim, o método
foi estendido para o caso multi passos de modo similar ao que foi feito
em [47]. Exemplos numéricos foram apresentados tais que os resultados
obtidos foram comparados com outros resultados disponiveis em [47]
servindo para ilustrar a eficacia e o desempenho da nova estratégia de
controle em termos de custo, estabilidade e factibilidade em relacao a
literatura recente no tema.

* O capitulo 4 apresentou uma estratégia de controlador MPC robusto de
horizonte finito para uma classe de sistemas lineares a tempo discreto
com saltos Markovianos e ruido aditivo. Como contribuicdo, obteve-se
novas condicOes descritas por LMIs e a¢des de controle dependentes do
modo de Markov, levando em conta incertezas no sistema descritas da
forma politépica. Além disso, foram consideradas restricoes sobre a en-
trada de controle e os estados do sistema em termos do segundo mo-
mento. Para ilustrar a efetividade dos resultados obtidos, foram realiza-
das simulacées numéricas.

Os resultados desta tese foram desenvolvidos para sistemas lineares com
saltos Markovianos, supondo que os modos de Markov estdo disponiveis para
o controlador e ignorando a ocorréncia de possiveis atrasos no tempo. Quanto
as restricOes, restricoes probabilisticas ndo foram levadas em consideracéo.
No caso de horizonte infinito foram consideradas apenas restri¢des rigidas nas
entradas e estados e no caso de horizonte finito foram consideradas restricoes
em termos de valor esperado do segundo momento das entradas e estados.

Futuras contribui¢des ao tema podem incluir: restricoes probabilisticas; pos-
siveis atrasos no tempo; estados de Markov nédo observaveis; extensao do MPC
para sistemas nao lineares.
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5.2 PROPOSTA DE CONTINUIDADE

Como continuidade de estudos no tema MPC para sistemas com saltos Marko-
vianos sugere-se 0s seguintes pontos:

5.2.1 Restrigoes probabilisticas

Em alguns sistemas estocasticos, as restricoes rigidas podem néo ser garanti-
das em todas as realizacOes possiveis. Neste caso, como uma alternativa, pode
ser razoavel considerar restri¢es probabilisticas na formulacdo do problema
de controle, de forma que ndo se imponha que as restricdes sejam satisfeitas
em todas as realizacOes, mas, somente com uma probabilidade pré definida
[12], [36], [59]. RestricOes probabilisticas sdo especialmente importantes em
engenharia e financas, nas quais sdo comuns incertezas quanto a preco, de-
manda, oferta, taxa de cambio, taxa de reciclagem e alimentacdo e condi-
¢Oes demograficas. Algumas aplicacOes classicas de restri¢des probabilisticas
incluem gerenciamento de reservatdérios de dgua e gerenciamento de riscos
financeiros. Mais recentemente, estas restricbes foram utilizadas na navega-
¢do autonoma de veiculos néo tripulados, bem como na geragdo de energia
renovavel [41]. O grande desafio para resolver problemas de otimizacdo com
restricdo de probabilidade estd no cdlculo da probabilidade de dindmica esto-
castica sob restricoes de desigualdade.

O problema ndo linear com restri¢cdes de probabilidade é particularmente
dificil de resolver, pois a propagacédo nao linear dificulta a obtencéo da distri-
buicdo das varidveis de saida mesmo quando as distribuicdes do ruido aditivo
sdo conhecidas.

Alguns trabalhos tém usado a técnica de abordagem aleatdria (em inglés,
Randomized approach) para tratar as restri¢des probabilisticas. Basicamente, a
abordagem aleatdria substitui as restricoes de probabilidades por um nimero
finito de restricdes deterministicas resultantes de amostras da perturbacao es-
tocastica [73], [9].

Propde-se, como uma continuidade, estudar MPC para sistemas com saltos
Markovianos considerando restricbes probabilisticas nas entradas, estados e
saidas.

5.2.2 Atraso no tempo

Em muitos processos reais, como processos quimicos, sistemas biolégicos, sis-
temas de transporte, redes de comunicacao digital, sistemas mecanicos, etc.,
[371, a ocorréncia de atraso (ou retardo) no tempo € intrinseco. Sendo assim,
o estudo de sistemas com atraso no tempo é uma questao oportuna. Os atrasos
no tempo podem ser constantes ou variantes no tempo, conhecidos (mensura-
veis) ou desconhecidos/incertos, deterministicos ou estocasticos, dependendo
da natureza do problema. Em sistemas de controle em rede, por exemplo, é
natural a existéncia de atraso no tempo (muitas vezes variante no tempo e in-
certo) durante a transmissdo de informacdo/dados. Estes atrasos podem levar
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a instabilidade e baixo desempenho do sistema de controle [62], [72], [77],
[76] [35], [8].

Motivados pelo exposto acima, pretende-se estudar MPC para sistemas com
saltos Markovianos, considerando a presenca de atraso no tempo de forma a
obter um controlador que garanta estabilidade e desempenho requeridos.

5.2.3 Estados de Markov ndo observdveis

De acordo com [80], em aplicacoes de sistemas com saltos Markovianos em
geral, os estados de Markov ndo estdo disponiveis para o controlador. Casos
em que o estado da cadeia de Markov nao é observavel sdo tratados em [78],
[80], [81]. Considerar a possibilidade de estender o projeto de controle para
o caso em que os estados da cadeia de Markov ndo sdo observaveis, obtendo
sequéncias de ganhos que independentes da cadeia de Markov, é um problema
com bom grau de dificuldade e que merece ser considerado.

5.2.4 Extensdo para sistemas ndo lineares

Propoe-se estudar (NMPC - do inglés, Nonlinear model predictive control) em
que o projeto MPC para sistemas ndo lineares com saltos Markovianos preci-
saria ser melhor compreendido no contexto do ferramental apresentado. Néo
parece ser uma tarefa trivial a menos que se considere adotar uma represen-
tacdo do sistema por modelos fuzzy Takagi-Sugeno, mesmo assim demanda
atencao adicional uma vez que o contexto de saltos Markovianos e MPC de-
vem ser levados em conta. Alguns resultados recentes sobre controle baseado
em modelos fuzzy Takagi-Sugeno sugerem que pode-se ter chances de sucesso
neste tépico [17], [18], [58].
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