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Resumo

Encontrar o caminho de menor custo entre dois pontos em um mapa
tematico ¢ um problema comum. Entretanto, esse planejamento pode se tor-
nar complexo levando-se em conta o elevado nimero de variaveis e restrigoes
do problema.

Essa dissertacao propoe o uso de técnicas de sobreposicao de mapas e
de otimizagao para encontrar uma aproximacao da rota 6tima, considerando
todas as informacoes topoldgicas e restricoes necessarias. Além disso, uma
técnica de pds-processamento para refinar a solugao é apresentada.

O problema pode ser modelado, sem perda de generalidade, por um con-
junto de mapas tematicos aos quais fungoes de custo sao associadas a cada
regiao, com o objetivo de estimar sua dificuldade de transposicao.

A técnica de sobreposicao de mapas é usada para combinar as informacoes
dos mapas tematicos. Essa técnica produz um mapa combinado contendo as
informagoes de cada mapa e o mapa resultante é entao decomposto em regioes
convexas utilizando uma triangulacao.

Apos a discretizagao, os vértices dos triangulos correspondem aos nés
do grafo. O grafo é construido levando em conta o custo de transposicao
entre os nos e a distancia topoldgica entre eles. Esta distancia é definida
como o nimero minimo de arestas entre os nés. Pode-se assegurar a melhor
solucao somente quando o grafo completo é considerado. Entretanto, o custo
computacional para este caso é proibitivo. Uma técnica de pds-processamento

é proposta para encontrar boas solugoes sem considerar um numero elevado
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de conexoes. O algoritmo de Dijkstra é utilizado para calcular o caminho
inicial.

Como aplicacao, dois problemas de planejamento de rotas sao considera-
dos: navegacao de robos em ambientes externos e o projeto de rotas de linhas
de transmissao. Em ambos os casos, exemplos praticos foram usados para a

validacao do método desenvolvido.



Abstract

Finding the shortest path between two points in thematic maps is a com-
mon problem. However, this planning can be slightly complex, taking into
account the large number of variables and constraints of the problem.

This thesis proposes the use of map overlay and optimization techniques
to find the optimal route approximation, considering all necessary topological
information and constraints. Furthermore, a post-processing technique to
refine the solution is shown.

The problem can be modeled by a set of thematic maps without loss of
generality. Cost functions are assigned to each region in order to estimate
the difficulty to transpose that region.

The map overlay technique is used to couple all the thematic map in-
formation. This technique produces a combined map which contains all the
information of each map. A triangle discretization has been used to decom-
pose the map in convex regions.

After the discretization, the vertices of the triangles are the nodes of the
search graph. The graph is constructed taking into account the distance
between nodes. This distance is defined as the minimal number of edges
between the nodes. One can assure the best solution only considering all
possible connections. However, this addresses the worst case and the com-
putational cost is prohibitive in most cases. A post-processing technique
has been proposed to find good solutions without a significative increasing

of considered connections. To achieve the initial solution path, the Dijkstra

il
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algorithm has been used.

Two route planning problems are addressed in this work, the robot motion
planning in outdoor environments and the design of routes for transmission
lines. In both cases, practical systems have been used to test the developed

method.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Considere um robo moével que atravessa um terreno composto por dife-
rentes regioes tais como areia, grama, pavimento e obstaculos. A Figura 1.1
ilustra um mapa tematico para um exemplo como esse. Suponha que o robo
se movimente com maior facilidade na regiao de pavimento do que na regiao
de grama, que por sua vez é de mais facil transposicao que a regiao de areia.
Um obstaculo intransponivel é mostrado em preto. A rota que minimiza o
tempo gasto pelo robo para sair do ponto de origem s e alcancar o ponto de
destino ¢, evitando o obstaculo, é mostrada pela linha tracejada. Note que
o caminho evita as regioes de custo mais elevado (areia e grama) e procura
permanecer o maximo possivel no pavimento onde o desempenho é maior.
Entretanto, existem casos em que, mesmo perdendo eficiéncia, é desejavel que
o robo atravesse as regioes de custo mais elevado, dependendo do tamanho e
disposi¢ao dessas regioes.

Pode-se tratar o problema de planejamento do tracado de linhas de trans-

missao de forma semelhante. Nesse caso, os mapas tematicos podem re-
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Figura 1.1: Exemplo de rota de custo minimo

presentar restrigoes de clima, vegetagao, relevo, areas de risco ocupacional,

travessias, restrigoes ambientais, custo de desapropriacao, dentre outros.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de uma ferramenta
computacional capaz de realizar a composicao de mapas teméaticos que re-
presentam caracteristicas especificas de um ambiente, gerando um mapa re-
sultante. Também ¢é objetivo que, sobre o mapa resultante, essa ferramenta

seja capaz de determinar a rota de menor custo entre dois pontos quaisquer.

1.2.1 Aplicagoes

Ao longo desse trabalho, serao contempladas duas aplicagoes possiveis
para essa ferramenta computacional: a determinacao de rotas para a na-
vegacao de robos moveis em ambientes externos e o auxilio ao projeto de

linhas de transmissao na escolha de seu tragado (Figura 1.2).
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(a) Robds méveis (b) Linhas de Transmissao

Figura 1.2: Aplicagoes de interesse. Fotos retiradas dos sites
a)http://www.cc.gatech.edu.ai e b)http://www.me3.org

Navegacao de robos moveis

O problema de navegacao de robos moveis consiste basicamente em deter-
minar como conduzir o robo de um lugar a outro evitando os obstaculos do
ambiente. Quando consideramos ambientes internos, exemplos de obstaculos
sao paredes, escadas, moveis, pessoas e outros objetos que podem, em caso
de colisoes, comprometer a execucao da tarefa e a prépria seguranca das
pessoas e do robo (Latombe 1991). Entao, obstaculos podem ser representa-
dos por regioes proibidas para o caminho do robo. Em ambientes externos,
que sao amplos, esparsamente ocupados por terrenos desiguais, as restrigoes
de locomocao do robo devido a suas caracteristicas e sua interagao com o

ambiente também passam a ser importantes.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 4

Projeto de linhas de transmissao

O projeto de linhas de transmissao é complexo e compreende diver-
sas etapas: especificacao das caracteristicas elétricas da linha, escolha do
tracado, determinacao de caracteristicas mecanicas das torres, levantamento
topografico e, finalmente, a locacao das torres sobre o tracado escolhido. O
projeto ¢é ditado por normas técnicas rigidas que devem ser observadas pelos
projetistas da linha, em todos seus aspectos (ABNT 2003). Além disto, é
importante frisar que o projeto de uma linha tem um horizonte minimo de 30
anos, o que faz com que restri¢coes temporais de uso da linha também sejam
levados em conta.

Entre as principais restrigoes podemos citar esforgo transversal maximo,
esforco vertical minimo, altura maxima das torres, altura minima do cabo ao
solo, entre outras.

Nesse trabalho sera abordado apenas o problema da escolha do tragado
sem levar em consideracao as restrigoes elétricas e mecanicas inerentes ao pro-
blema. Dessa forma, o resultado obtido pelo sistema desenvolvido é apenas

uma solucao inicial que pode ser utilizada como auxilio ao projetista.

1.3 Visao geral do método

1.3.1 O problema do caminho minimo

O problema do caminho minimo consiste em encontrar um caminho que
ligue dois pontos A e B de um ambiente em que o o custo total para ir de A
para B é o menor entre todos os caminhos possiveis.

Em (Mitchell 1991) utilizam-se mapas continuos para a representagao

do ambiente e para calcular o menor caminho. O autor utiliza uma versao



CAPITULO 1. INTRODUCAO 5

continua do algoritmo de Dijkstra e explora o fato de que o caminho de menor
custo obedece a lei de Snell para a refracao nas regides de fronteira. Custos
constantes sao definidos para diferentes tipos de terreno e sao usados pelo
algoritmo de minimizagdo. Em (Mata & Mitchell 1997), os autores usam
uma abordagem semelhante a (Mitchell 1991), também baseada na lei de
Snell. Nesse caso um grafo discreto é construido a partir do mapa continuo
e usado para determinar uma aproximacao do caminho 6timo, o que reduz
significativamente o custo computacional. Esses métodos sao mostrados com
mais detalhes no capitulo 3.

Na teoria de grafos (Bondy & Murty 1976, Wilson 1996), o problema do
caminho minimo consiste na minimizagao do custo de travessia do grafo entre
dois nds. O planejamento de rotas para robos moveis é uma das aplicagoes
para o problema de caminho minimo e vem sendo amplamente explorado
na literatura tanto para problemas em ambientes internos quanto externos
(Latombe 1991).

Um grafo é um conjunto de vértices (ou nds) que sdo conectados através
de arestas (ou ramos). Dependendo da aplicagao, os ramos podem ser di-
recionados; pode se permitir que um ramo ligue um né a ele mesmo; nés e
ramos podem ter um peso associado. Se os ramos tém uma direcao associada
(indicada por uma seta na representagao grafica) tem-se um grafo direcio-
nado, ou digrafo. Estruturas que podem ser representadas por grafos estao
em toda parte e muitos problemas de interesse pratico podem ser formulados
utilizando os mesmos. Como serd apresentado na se¢ao 1.3.2, grafos nao dire-
cionados foram utilizados para a representacao discreta de mapas tematicos.
Nesse caso, o custo do caminho de ida e o de volta entre dois nés do grafo é

O Imesmao.
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Um caminho é uma seqiiéncia de nés tal que cada um dos nés é ligado
ao seguinte por um ramo. Um caminho é chamado simples se nenhum dos
noés no caminho se repete. O custo de um caminho num grafo é a soma dos
custos das arestas atravessadas.

Um dos algoritmos mais utilizados para resolver o problema do caminho
minimo é o algoritmo de Dijkstra (Dijkstra 1959). Este algoritmo garante a
obtencao do caminho 6timo entre um né de referéncia do grafo e os demais.
Uma alternativa ao uso do algoritmo de Dijkstra é o uso do algoritmo A*
(Hart, Nilsson & Raphael: 1968). Esse algoritmo é mais eficiente pois nao
avalia o grafo como um todo mas apenas os nés mais promissores, usando
para isso uma fungao heuristica. Por outro lado, o algoritmo A* s6 garante
a obtencao do caminho 6timo se a heuristica for admissivel. Existe ainda
o algoritmo D* (Stentz 1995), que é uma versao dinamica do A*. O D* é
util para casos onde os custos dos arcos muda, durante o curso de um robo,
por exemplo, e o caminho precisa ser re-planejado em tempo real. Nesse

trabalho utilizou-se o algoritmo de Dijkstra que pode ser visto em detalhes

na segao 3.3.

1.3.2 Metodologia

Nesse trabalho, propoe-se uma metodologia para determinar o caminho
de menor custo entre dois pontos em uma dada regiao. Essa regiao é represen-
tada por um mapa composto que reflete as propriedades de diversos mapas
tematicos. Entende-se por mapa tematico uma representacao grafica que
representa uma caracteristica da regiao como dados climaticos, economicos,
agricolas e outros.

Na maioria dos casos, informagoes das diversas caracteristicas de uma

regiao estao dispostas em mapas tematicos diferentes, sendo dificil raciocinar
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levando em conta todos os critérios em conjunto. A técnica de composicao
de mapas (overlay) (de Berg, van Kreveld, Overmars & Schwarzkopf 2000)
¢ usada para gerar o mapa composto. De posse do mapa composto e do
peso associado a cada mapa, calcula-se o custo composto, que, para cada
regiao do mapa composto é igual a soma ponderada do custo das regices dos
mapas originais. A partir dai pode-se utilizar um algoritmo de otimizagao
para encontrar o caminho de menor custo sobre o mapa composto.

Dessa forma, buscou-se desenvolver uma ferramenta computacional capaz
de compor mapas tematicos e determinar uma aproximacao para o caminho
de menor custo. Para determinar o tragado da linha de transmissao foi utili-
zada a mesma técnica empregada na navegacgao de robos. A maior inovagao
estd em se adotar uma solucao diferente (e mais eficiente) do que a tradi-
cionalmente utilizada nos sistemas de geoprocessamento. Nestes, para se
determinar rotas 6timas em mapas, se trabalha no nivel de pixels: a cada
pixel é associado um custo discreto e, a partir destes custos individuais, se
computa um custo acumulado e o caminho 6timo. A determinagao de uma
superficie de custo discreta robusta é uma dificuldade enfrentada por estes
sistemas (Berry 2005). Por outro lado, ao se atacar o problema com as
técnicas da geometria computacional, trabalhando-se com grandes regioes, o
problema, do ponto de vista da otimizagao, torna-se mais robusto e eficiente.

Nos problemas abordados nesse trabalho, os mapas representam ambi-
entes continuos. Entretanto, utiliza-se o método classico de Dijkstra. Para
isso, faz-se necessario a decomposicao do mapa e a partir dessa decomposicao
gera-se um grafo de pesquisa discreto. Essa decomposicao ¢ realizada através
de uma triangulagao de Delaunay com restrigdes (CDT - Constrained Delau-
nay Triangulation)(de Berg et al. 2000). Essa técnica decompde o mapa em

triangulos, respeitando as fronteiras definidas pelas arestas originais do mapa.
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Para aumentar o grau de discretizacao do mapa utiliza-se um refinamento
da triangulagao (Shewchuk 1997). Dessa forma, o caminho gerado pelo algo-
ritmo de busca nao fica limitado aos contornos das regices, podendo passar
através delas. Para gerar a triangulacao e o refinamento foi usada uma ferra-
menta gratuita, o Triangle (Shewchuk 1996, Shewchuk 2005). Mais detalhes
podem ser vistos na se¢ao 3.1.

A melhor aproximacao para o caminho étimo sobre o mapa continuo
s6 é garantida quando o grafo gerado a partir da discretizacao do mapa
é completo. Ou seja, no grafo, um vértice da triangulacao estd ligado a
todos os outros. Quando consideramos o grafo completo, o nimero de ramos
do grafo é elevado e pode tornar o processamento do algoritmo de busca
demorado e muitas vezes proibitivo. Uma solugao alternativa para se gerar
um caminho préximo ao 6timo foi desenvolvida e baseia-se na eliminacao de
pontos desnecessarios de um caminho previamente calculado usando-se um
grafo com um nimero menor de ramos. Esse procedimento é chamado aqui

de pos-processamento e é descrito em detalhes na segao 3.4.

1.4 Trabalhos relacionados

Em (Kobilarov & Sukhatme 2005, Guivant, Nebot, Nieto & Masson 2004,
Guo, Parker, Jung & Dong 2003, Yahja, Singh & Stentz 2000, Mitchell 1991,
Mata & Mitchell 1997), sao apresentadas solugoes para o problema de pla-
nejamento de rotas para navegacao de robos méveis em ambientes externos.

Em (Guo et al. 2003), o mapa representando o ambiente externo é de-
composto em uma grade regular e o algoritmo A* é usado para calcular o
caminho de menor custo. Nesse caso o custo de um caminho é determinado

por uma funcao que combina a rugosidade do terreno e a distancia entre
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as células. O problema principal com esse tipo de abordagem é que o uso
de uma grade é ineficiente para representar ambientes amplos e complexos.
(Kobilarov & Sukhatme 2005) também decompde o ambiente em uma grade
regular. Nesse trabalho é definida uma métrica para o calculo do custo de
cada célula baseado no tempo que o robo gasta para transpo-las.

O trabalho de (Yahja et al. 2000) propoe uma decomposigao do mapa uti-
lizando Quadtrees. Uma Quadtree é uma estrutura de dados em arvore em
que cada né interno possui até quatro filhos. Quadtrees sao freqiientemente
utilizadas para subdividir um espacgo bi-dimensional recursivamente em qua-
tro quadrantes. A vantagem dessa técnica é a representagao nao uniforme do
mapa utilizando uma alta resolucao em regioes de interesse, como obstaculos,
e poucas células onde a geometria é pouco complexa. Apds a decomposi¢ao
do mapa em células, utiliza-se o algoritmo D* para calcular o menor caminho
no mapa.

A determinacao de rotas 6timas em mapas tematicos também é um topico
de bastante explorado, nao somente para o lancamento de linhas de trans-
missao (Vega & Sarmiento 1996, West, Dwolatzky & Meyer 1997, Bou-
laxis & Papadopoulos 2002) e navegagao de robds moéveis (Kobilarov &
Sukhatme 2005, Guivant et al. 2004, Guo et al. 2003, Yahja et al. 2000,
Mitchell 1991), mas também em redes de distribuigdo de energia elétrica
(West et al. 1997, Boulaxis & Papadopoulos 2002), na determinagao da tra-
jetéria étima de dutos (oleodutos, aquedutos, gasodutos), rodovias e ferro-

vias, etc. (ver, por exemplo, o capitulo 19 de (Berry 2004)).
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1.5 Organizacao do texto

O capitulo 2 trata a representagao de mapas tematicos e como utilizar a
soma de Minkowski para ampliar as regioes do ambiente de forma a garantir
uma margem de seguranca para que o caminho permanega nas regioes de
menor custo. A seguir, é apresentada a estrutura de dados DCEL (Doubly
Connected Fdge List) utilizada para a representagdo de mapas planares. O
capitulo trata ainda de como sao atribuidos os custos para as faces e arestas
do mapa planar e finalmente como obter o mapa composto.

O capitulo 3 discute o planejamento de rotas dado o mapa composto ob-
tido como descrito pelo capitulo 2. Inicialmente sao apresentadas algumas
caracteristicas de caminhos 6timos para a representacao continua do ambi-
ente e a solugao dada por (Mitchell 1991). A seguir uma solugao simplificada,
baseada na construcao de grafo discreto a partir do mapa continuo é apre-
sentado (Mata & Mitchell 1997). Depois disso, a solugdo implementada é
detalhada. O primeiro passo é a discretizacao do mapa e como, a partir
dessa discretizacao, é construido o grafo de pesquisa. Por fim, é apresentado
o algoritmo de Dijkstra utilizado para a determinacao do melhor caminho
sobre o grafo e a técnica de pds-processamento desenvolvida para aprimorar
o caminho sobre o mapa continuo.

O capitulo 4, apresenta algumas simulagoes para validar a metodologia
implementada. Dois casos hipotéticos sao apresentados: um para o problema
de navegacao de robos moveis e um para o de linhas de transmissao. O
exemplo apresentado para o caso de navegacao de robos foi apresentado em
(Fonseca, Pimenta, Mesquita, Saldanha & Pereira 2005). Para o caso de
linhas de transmissao foram utilizados dados reais do condado de Oneida,
estado de Nova York nos Estados Unidos.

Finalizando, o capitulo 5 apresenta algumas discussoes sobre o método

implementado e propostas de continuidade.



Capitulo 2

Composicao de mapas planares

Considere o caso de um robo operando em um ambiente externo. Esse
ambiente pode ser representado por um conjunto de mapas teméaticos. Cada
mapa tematico representa uma caracteristica especifica do ambiente como
obstaculos, propriedades do solo, inclinacao do terreno, intensidade de co-
municacao, densidade de pessoas em uma determinada regiao, entre outras.

No caso de linhas de transmissao, os mapas teméaticos podem represen-
tar caracteristicas de clima, vegetagao, relevo, dreas de risco ocupacional,
travessias, restrigoes ambientais, custo de desapropriacao, etc.

Em sintese, nesse trabalho, um mapa tematico é representado por um
plano subdividido em regioes poligonais onde cada uma dessas regioes possui
um custo « especificando o custo por unidade de distancia ao se caminhar
por essa regiao.

Nesse capitulo serd mostrada a estrutura de dados utilizada para repre-
sentar e armazenar mapas tematicos e como um conjunto de mapas pode ser
combinado para se obter um unico mapa composto contendo o custo global

associado a todas as restricoes consideradas.

11
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2.1 Mapas tematicos

Um ambiente pode ser representado por um conjunto de k mapas

tematicos:

M = {Ml,MQ,...,Mk}. (21)

Cada mapa é definido como sendo

Mi = {(x,y, Zi<x7y))}7 (2'2)

onde 0 < zi(z,y) < 400 é uma funcdo que representa um caracteristica
especifica do ambiente na posigao (z,y). Na pratica, z;(z,y) retorna o custo
por unidade de distancia para se transpor a regiao no ponto (x,y). Valores
altos de z;(z,y) indicam regides de alto custo de transposigao e, no limite
extremo, z;(z,y) = 400, representa uma impossibilidade de transposicao,
um obstaculo que deve ser contornado.

Para analisar o ambiente como um todo, ou um conjunto de caracteristicas
principais de interesse, propoe-se a combinacao dos mapas tematicos em um

unico mapa tematico global W dado por:

W = {(l’,y,g(x,y)|g(x,y) :Zwlzl(‘x:y))}ﬂ (23)

onde w; sao fatores de peso usados para estabelecer prioridade entre os mapas.
Definem-se as regioes proibidas de um mapa, Cyyp, como sendo as regioes

onde z(x,y) = 400 e, as regides livres como sendo

Cfree = W/C?orw (24)

onde C?orb ¢ a regiao Cy,p aumentada de uma distancia 7.
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Para o caso de navegacao de robos, por exemplo, essa constante 1 especi-
fica uma margem de seguranca para que o robo nao colida com o obstéaculo.
Essa margem de seguranga pode encapsular o tamanho do rob6 e/ou erros
relativos a sua localizagao estimada. Um robo pode ser tratado como um
unico ponto, basta que os obstaculos sejam aumentados de tal forma que,
quando o ponto que representa o robo alcanca o obstaculo aumentado, al-
gum ponto extremo do robo toca o obstaculo real. Para tratar o robo como
um unico ponto, deve-se processar a soma de Minkowski entre os obstaculos

e 0 robo rotacionado de 180° (Pimenta 2005, de Berg et al. 2000).

2.1.1 Soma de Minkowski

Dado dois conjuntos S; e S, em R?, a soma de Minkowski é definida como

S1® Sy :={p+q:p€Si,qe S}, (2.5)

onde p + g é a soma vetorial dos vetores p e q, isto é, se p = (x,,y,) €
q = (z4,9,), entdo

P+ q = (p+ 2¢,Yp + Yyg)- (2.6)

Dependendo do formato do robd, a soma de Minkowski faz com que os
obstaculos crescam de forma desigual o que torna o valor de n varidvel, como
exemplificado na Figura 2.1. Na Figura 2.1(a), a linha pontilhada é o re-
sultado da soma de Minkowski para o obstaculo e o robo triangular com
ponto de referéncia na origem. A Figura 2.1(b) mostra que quando o ponto
de referéncia do robo toca a linha pontilhada, algum ponto do robo toca o

obstaculo real.
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/ \ //\\ /\

Figura 2.1: Soma de Minkowski entre obstaculo e robo triangular

Além disso, se o robo é nao circular, o resultado da soma de Minkowski
depende da orientacao do robo. Por simplicidade, podemos considerar o robo
como sendo o menor disco que engloba todos os seus pontos e o centro desse
disco passa a ser o ponto de referéncia. Assim, a soma de Minkowski entre
os obstaculos e o disco € tnica e nao depende da orientagao do robo.

Para mapas tematicos, onde as regioes fazem fronteira umas com as ou-
tras, faz-se a soma de Minkowski para cada regiao de forma que as regioces de
maior dificuldade de transposicao sobrepoem as regioes de menor dificuldade.
Dessa forma, quando consideramos o rob6 como um tunico ponto e fazemos
com que ele caminhe sobre a fronteira de duas regioes, garantimos que ele se
encontra inteiramente dentro da regiao de menor dificuldade de transposicao.
A Figura 2.2 mostra um mapa tematico antes e depois de se fazer a soma de
Minkowski com um rob6 circular. A dificuldade de transposicao das regioes é
indicada pela cor da regiao. Quanto mais escura a regiao maior a dificuldade

de transposicao.

(a) mapa original (b) soma de Minkowski (¢) mapa final

Figura 2.2: Soma de Minkowski para um mapa temético e um robo circular
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2.2 Representacao de mapas planares

Mapas tematicos podem ser representados por mapas planares. Um mapa
planar, como ilustrado na Figura 2.3, subdivide o plano em vértices, arestas
e faces de tal forma que cada aresta é delimitada por seus pontos extremos
e cada face delimitada por um conjunto de arestas. Duas faces podem ter
uma aresta comum, ter um tnico vértice em comum ou podem nao possuir
intersegao. Duas arestas nunca se cruzam, exceto em seus pontos extremos.

Arestas

Faces

Vértices

Figura 2.3: Representacao de mapas planares

Como mapas tematicos sao representados como um conjunto de regices
poligonais, regioes circulares ou curvas sao aproximadas por um conjunto
de segmentos como ilustrado na Figura 2.4. Quanto maior o nimero de

segmentos melhor a aproximacao.

—

Figura 2.4: Representacao de mapas planares
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2.2.1 Lista de Arestas Duplamente Conectadas

Uma estrutura de dados apropriada para representar e armazenar mapas
planares é a Doubly-Connected Edge List (DCEL) (Gangnet, Hervé, Pudet &
van Thong 1989, Guibas, Ramshaw & Stolfi 1983, de Berg et al. 2000). Em
uma DCEL, cada aresta é representada por duas semi-arestas com orientacoes
opostas. Cada semi-aresta é definida por seus vértices de origem e de destino.

Cada semi-aresta possui um ponteiro para a semi-aresta oposta, chamada
semi-aresta gémea. Se uma semi-aresta e pertence a face f, a semi-aresta
gémea de e pertence a uma face adjacente a f.

Uma face f possui um contorno externo e contornos internos caso exista
um ou mais buracos (faces internas a f). As semi-arestas sao orientadas de
tal forma a circular o contorno externo das faces no sentido anti-horario e os
contornos internos no sentido horario. Existe uma face simbélica denominada
face infinita (fs) que engloba todo o plano. Se o mapa planar esta vazio,
entao a DCEL armazena apenas a face infinita. Se inserimos uma face em
uma DCEL vazia, entao teremos a face inserida, a face infinita e um buraco
sobre a face infinita.

Uma DCEL armazena a informacao de vértices, faces e semi-arestas em
registros. Dessa forma, a DCEL possui 3 listas com registros, uma para os
vértices, uma para as faces e uma para as semi-arestas.

O registro de um vértice v armazena as suas coordenadas e um ponteiro
para uma das semi-arestas que possuem v como vértice de origem.

O registro de uma face armazena um ponteiro para uma das semi-arestas
que esta em seu contorno externo. Para a face infinita esse ponteiro é nulo.
Além disso, cada face armazena uma lista de ponteiros para semi-arestas, um
para cada buraco existente no seu interior.

O registro de uma semi-aresta e possui ponteiros para seu vértice de
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fs
f, f,

i semiaresta
semiaresta . W | posterior a e
anterior a e P .

semi-aresta

f gémea de e
3

Figura 2.5: Estrutura da DCEL

origem, para as semi-arestas anterior e posterior na mesma face de e, para a
sua semi-aresta gémea e para a face que esta a sua esquerda. Nao é necessario
um ponteiro para seu vértice de destino ja que esse é o ponto de origem da
aresta gémea de e. A Figura 2.5 mostra a representacao grafica de uma
DCEL. Nessa figura, v e w sao os vértices de origem e destino da semi-aresta
e.

Além das informacoes geométricas e topoldgicas, cada registro deve arma-
zenar ainda um atributo com informagoes adicionais sobre a regiao do mapa
descrito por ele. No problema considerado, esse atributo ¢ um registro com
o custo de transposi¢cao e o nome da regiao.

Nesse trabalho utilizou-se a Computational Geometry Algorithms Library
(CGAL) (CGAL 2005), uma biblioteca gratuita de geometria computacional,
que oferece véarias estruturas de dados para a representacao de estruturas
planares e tridimensionais.

A CGAL prové uma estrutura de dados, a Planar_map_2, que encapsula
uma DCEL. Além de podermos percorrer o mapa planar a partir de uma

semi-aresta, a estrutura de dados oferecida pela CGAL nos fornece outras
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facilidades como a possibilidade de percorrer a lista de faces, arestas e vértices
através de iteradores. Maiores detalhes a CGAL e as as estruturas de dados

utilizadas podem ser vistas no Apéndice C.

2.3 Custo das faces e arestas

A maneira como se representa a dificuldade para se transpor uma dada
regiao em um mapa temético é similar a utilizada por (Mitchell 1991), onde
faces e arestas possuem custos uniformes. A f-ésima face do mapa, T, C R?,
representa uma propriedade especifica do mapa tematico e tem associado um
custo por unidade de distancia ay € [0, +00] para transpo-la. Dessa forma, a
fungao custo z;(z,y), para um mapa tematico i, apresentada anteriormente

na Equacao (2.2) pode ser definida como:
zi(x,y) = af V(z,y) € Ty, f=1,2,...,n, (2.7)

onde n é o nimero de faces para o mapa.

Para cada aresta e também ¢é associado um custo a, € [0, +00]. Normal-
mente, no caso de duas faces adjacentes f e f' o custo associado & aresta
que as separa ¢ igual ao menor custo entre as duas faces, o, = min{ay, ap},
como ilustrado na Figura 2.6. Nesse caso, caminhar sobre a fronteira é o
mesmo que caminhar por dentro da regiao de menor custo.

Entretanto, existem casos onde o custo da aresta é menor que o custo das
faces vizinhas, a. < min{ay,ap}. Nesse caso, é mais barato andar sobre a
aresta do que no interior das duas regioes. Pode-se usar essa técnica para
modelar uma estrada em um terreno para a navegacao de robos, por exemplo.

E possivel também atribuir um custo para a aresta maior que o das faces
vizinhas, a. > max{as,ap}. Se a aresta modela um obstdculo intrans-

ponivel, por exemplo, pode-se atribuir a ela um custo infinito.
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O, = min{o ,,0 .}

Figura 2.6: Determinando custo das arestas

B(4,B)=a, | 4B B(4,B)=a,|A4B]

(a) custo sobre a face (b) custo sobre a aresta

Figura 2.7: Célculo do custo sobre faces e arestas

O custo total G(A, B) de um segmento de reta que liga dois pontos A e

B sobre uma face convexa é dado por

B(A, B) = af|AB|, (2.8)

onde |AB| ¢ a distancia euclidiana entre A e B (Figura 2.7(a)). No Capitulo 3
sera visto que o mapa ¢é previamente triangulado antes de se processar o cami-
nho de custo minimo. Dessa forma, todas as faces sao convexas, dispensando
a andlise de faces nao convexas.

A Equagao (2.8) também pode ser usada para determinar o custo total
para o caso em que A e B se encontram sobre a mesma aresta e. Basta usar
o custo a. da aresta no lugar de a, como ilustrado na Figura 2.7(b).

Para calcular o custo de um segmento de reta que liga dois pontos quais-

quer sobre a subdivisdo planar, faz-se o somatdrio das sub-partes (faces e
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Figura 2.8: Calculo do custo total de segmentos sobre uma subdivisao planar.
B(A, B) = aidy, B(B,C) = asdy+asds, (B, D) = auds+asds +aeds + ardy

arestas). A Figura 2.8 mostra o cdlculo do custo dos segmentos de A para
B, de B para C e de C para D, onde A, B, C' e D sao vértices da subdivisao
planar.Esse procedimento é necessario para a construcao do grafo de pesquisa

(sec@o 3.2) e para o pds-processamento (se¢ao 3.4).

2.4 Composicao dos mapas

A composicao de mapas, ou overlay, ¢ uma técnica utilizada para com-
binar as informagoes de diferentes mapas tematicos. A Figura 2.9 mostra
dois mapas: A, Figura 2.9(a), e B, Figura 2.9(b), além do mapa resultante
da combinagao dos dois, Figura 2.9(c). Para calcular os custos combina-
dos do mapa faz-se a soma ponderada dos custos originais de acordo com
a Equagao (2.3). Analogamente, o custo de uma aresta do mapa resultante
é uma combinacao linear dos custos de duas arestas ou de uma face e uma
aresta dos mapas originais.

Para o mapa combinado da Figura 2.9(c) tem-se oy, = waay,, +wpoy,,
e Qf., = WaQy,, + wpay,, como exemplo de custos resultantes para as fa-

ces ay,, € Qj.,, onde wy e wp sao os custos atribuidos aos mapas A e
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B, respectivamente. Da mesma forma, tem-se para as arestas os custos
Oepy = WAQey, T WBAep, s Mepy = WAQe ) T WBNep,y; Megg = WAQe,, T WBNeg,

e assim por diante.

(¢) Mapa Combinado

Figura 2.9: Exemplo de composi¢ao de mapas.

2.4.1 Composicao dos mapas por operacgoes booleanas

de intersecao entre as faces

O método implementado para realizar a composicao dos mapas baseia-se
na operacao booleana de intersecao das faces do primeiro mapa com as faces
do segundo.

Como ilustrado na Figura 2.10, a operacao de intersecao entre duas faces
convexas pode resultar em uma nova face, (Figura 2.10(a)), um segmento
(Figura 2.10(b)), um tunico ponto (Figura 2.10(c)) ou ainda um conjunto

vazio. (Figura 2.10(d)).
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: &z

(a) Face (b) Segmento (c) Ponto (d) Sem intersecao

Figura 2.10: Possiveis intersegoes entre duas faces convexas.

Para cada face do primeiro mapa verifica-se a existéncia de intersegao
com uma ou mais faces do segundo mapa. As intersecoes que nao resultam
em novas faces sao consideradas como intersecoes invalidas e, portanto, sao
descartadas. As intersecoes que resultam em faces sao combinadas para gerar
o mapa final. A Figura 2.11 exemplifica esse processo para os mapas A e B

da Figura 2.9.

Faces do mapa B

Mapa A
Mapa B
E L]
A | a [y
S
o
o Mapa Combinado
T X
u‘:’ Intercesséo l:l
invalida
(Unico ponto)

Figura 2.11: Composi¢ao de mapas a partir das interse¢oes das faces

A CGAL oferece uma classe para representar poliedros planares (Planar
Nef Polyhedra). Na verdade, um Nef polyhedron representa qualquer sub-
divisao do plano obtida a partir da combinacao de um conjunto finito de

semiplanos por meio de operacoes de intersecao e complemento.
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E possivel construir um Nef polyhedron que representa um poligono sim-
ples como o da Figura 2.12 a partir de seus vértices ordenados no sentido
anti-horario. A partir de dois Nef’s é possivel gerar um terceiro como resul-
tado de operacoes booleanas como intersecao, complemento, uniao, diferenca

ou diferenca simétrica.

Figura 2.12: Nef polyhedron representando um poligono convexo

Se um mapa A possui n faces e um mapa B possui m faces, a ordem
de complexidade do algoritmo implementado é O(mn), pois verifica-se a in-
tersecao de cada face de A com cada face de B.

Apesar de ser um algoritmo de complexidade quadratica, optou-se por
esse método por que a CGAL garante robustez para operacao de intersecao
entre Nef’s tratando de maneira adequada casos degenerados, como linhas
sobrepostas. Além disso, a estrutura simplifica o poligono resultante eli-
minando vértices co-lineares. O exemplo da Figura 2.13(a) mostra dois
poligonos A e B que possuem duas arestas sobrepostas. A Figura 2.13(b)
mostra o resultado da intersecao entre A e B sem simplificacao, enquanto a
Figura 2.13(c) mostra o resultado eliminando os pontos co-lineares.

Outra facilidade reside no fato de que sabe-se, ao longo do processo, quais
faces deram origem as faces do mapa combinado. Portanto a determinagao

dos custos das faces do mapa combinado é simples.
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Arestas @i ° Vértice
Sobrepostas A Desnecessario
> i
P . Bi *
K ¢ |
@ *

Figura 2.13: Intersecao entre poligonos.

Outros métodos

Uma maneira mais eficiente de se fazer a composicao de dois mapas pla-
nares é usar um algoritmo de varredura (Chazelle & Edelsbrunner 1992,
Balaban 1995, de Berg et al. 2000). Inicialmente calculam-se as intersegoes
entre todos os segmentos dos dois mapas. O proximo passo consiste em clas-
sificar as regioes onde existe intersecao e combinar os custos por unidade de
distancia dos mapas originais (U. Finke 1995). Maiores detalhes sobre esse
método sao apresentados no Apéndice A.

Existem ainda outros métodos para calcular os pontos de intersecao para
um conjunto de segmentos baseados na particao do espaco. Um exemplo é
dividir o plano em uma grade uniforme e processar um método forca bruta
para calcular as intercessoes entre os segmentos de cada célula da grade.

Esses métodos nao garantem uma boa ordem de complexidade para o
pior caso. Entretanto, para mapas teméaticos, onde os segmentos sao relati-
vamente curtos, espacados e possuem poucas intersecoes por segmento, esses
métodos podem apresentar uma eficiéncia satisfatoria quando comparados
com o método de varredura. Uma comparacao entre os varios métodos para

calculo de intersegao de segmentos pode ser vista em (Andrews, Snoeyink,

Boritz, Chan, Denham, Harrison & Zhu 1994, Andrews & Soenyink 1995).
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Uma questao importante para esses métodos ¢ determinar o espacamento
ideal para a grade. Existem técnicas estatisticas baseadas no tamanho médio
dos segmentos, como descrito em (Franklin, Chandrasekhar, Kankanhalli,

Seshan & Akman 1988).



Capitulo 3

Planejamento de rotas

Com o mapa tematico combinado pelo método descrito no capitulo ante-
rior, deseja-se determinar um caminho de menor custo sobre esse mapa que
interliga dois pontos determinados.

Em (Mitchell 1991) ¢é proposta uma solugao tedrica exata, a menos de
um fator de precisao €, baseada no algoritmo de Dijkstra aplicado para o
mapa continuo. Como essa solucao possui complexidade computacional alta,
uma aproximacao do método é apresentada em (Mata & Mitchell 1997). O
Apéndice B mostra com detalhes algumas propriedades do caminho minimo
em mapas continuos e os métodos citados acima.

Uma técnica mais simples foi desenvolvida neste trabalho e é apresen-
tada nesse capitulo: o mapa ¢ discretizado em triangulos e, baseado nessa
discretizacao, é construido um grafo de pesquisa que, apds ser processado
por um algoritmo de busca (Dijkstra tradicional), nos retorna um caminho
que minimiza o custo sobre a discretizagao. Ou seja, o caminho encontrado
é uma aproximacao do caminho continuo. Por fim, um pds-processamento é
aplicado sobre o caminho resultante para diminuir o seu custo total e torna-lo

mais suave.

26
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Neste trabalho, desenvolveu-se uma nova metodologia, resumida na Fi-
gura 3.1: discretiza-se o mapa resultante da composicao dos diversos mapas
tematicos de interesse. Para isso, escolheu-se a Triangulagao de Delaunay
Restrita (TDR) (Shewchuk 1997), onde os pontos de origem e destino sao
forgcados a serem vértices da triangulagao, além dos contornos do mapa serem
respeitados.

O mapa triangulado é entao mapeado em um grafo de pesquisa que é
usado por um algoritmo de busca como o A*, D* ou Dijkstra para se deter-
minar o caminho de menor custo sobre o grafo. No software desenvolvido,
preferiu-se usar o Algoritmo de Dijkstra descrito na secao 3.3 pois, apesar de
possuir complexidade computacional maior, garante encontrar o caminho de

custo minimo para um dado grafo.

/N

Mapa Tematico Mapa Discretizado

Pesquisa

Caminho pos-processado  Caminho inicial

Figura 3.1: Visao geral do método implementado
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O caminho de menor custo sobre o grafo nao é necessariamente o caminho
de menor custo do mapa planar, ja que o grafo representa uma discretizagao
do espago continuo. Por isso, é possivel melhorar o caminho encontrado

aplicando a ele um pds-processamento como descrito na secao 3.4.

3.1 Discretizacao do mapa

Dado um conjunto P de n pontos, ou sitios, no plano queremos determinar
para cada ponto p de P qual é a regiao dos pontos do plano que estao mais
proximos de p do que de qualquer outro ponto em P. A regiao determinada
por um sitio p é chamada de célula de Voronoi e determina o conjunto de
pontos que estao mais proximos de p do que qualquer outro sitio. O conjunto
das n células de Voronoi geradas pelos sitios formam uma subdivisao do plano
chamada de Diagrama de Voronoi. A Figura 3.2(a) mostra um exemplo do
diagrama de Voronoi.

O grafo dual do Diagrama de Voronoi, ilustrado no exemplo da Fi-
gura 3.2(b), é o Grafo de Delaunay. O Grafo de Delaunay é o grafo cujos
vértices sao os sitios de Voronoi. Estes sao ligados por arcos se as células de
Voronoi correspondentes forem vizinhas. Cada sitio do diagrama de Voronoi
corresponde a um né do grafo de Delaunay. Dessa forma, para cada sitio e
aresta do diagrama de Voronoi existe um né e um arco no Grafo de Delaunay.

E possivel demonstrar a partir das propriedades do Diagrama de Voronoi
que um Grafo de Delaunay de um conjunto de pontos é um grafo planar
(de Berg et al. 2000). Isso nos garante que se os arcos do grafo de Delaunay
sao segmentos de reta e nao existem dois arcos que se cruzam. Dessa forma,
podemos usar a DCEL descrita na secao 2.2 para representar a subdivisao

planar descrita pelo grafo de Delaunay.
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(a) Diagrama de Voronoi (b) Grafo de Delaunay

Figura 3.2: Exemplo de Diagrama de Voronoi e Grafo de Delaunay para um
conjunto de pontos

Se um dado vértice v, no Diagrama de Voronoi, é um vértice para k células
de, entao a face f correspondente a v no grafo de Delaunay tera k vértices,
que estarao sobre uma mesma circunferéncia em torno de v, como ilustrado

na Figura 3.3

Figura 3.3: Sitios do diagrama de Voronoi sobre uma mesma circunferéncia

Um conjunto de pontos estd em posigao geral se este conjunto nao contém
um subconjunto qualquer de quatro pontos sobre uma mesma circunferéncia.
Sob a hipétese de que os sitios do Diagrama de Voronoi estao em posicao geral
teremos que todos os vértices do Diagrama de Voronoi terao grau trés e,
conseqiientemente, todas as faces limitadas do Diagrama de Delaunay serao

triangulos.
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(a) Triangulagdo de Delaunay (b) Propriedade do circuncirculo va-
zio

Figura 3.4: Exemplo de Triangulacao de Delaunay

Definimos a Triangulacao de Delaunay de um conjunto de pontos P como
qualquer triangulagao obtida da insercao de arestas ao grafo de Delaunay de
P. Como todas as faces do grafo de Delaunay sao convexas, é facil obter
essa triangulacao. A Triangulacao de Delaunay sera tnica se e somente se
o conjunto de pontos, para qual desejamos obter a triangulagao, estiver em
posicao geral. A Figura 3.4(a) mostra a triangulagdo de Delaunay para os
pontos da Figura 3.2(a). A seguir sao apresentadas algumas propriedades
importantes para a Triangulacao de Delaunay. As provas dessas e de outras
propriedades estao em (de Berg et al. 2000).

Seja P um conjunto de pontos no plano. Trés pontos p;, p; e pi, perten-
centes a P, sao vértices de uma mesma face do grafo de Delaunay de P se
e somente se a circunferéncia que passa por p;, p; € py nao contiver nenhum
ponto de P em seu interior.

Dois pontos p; e p;, pertencentes a P, formam uma aresta do grafo de
Delaunay de P se e somente se existir um disco fechado C' contendo p; e p;
em seu contorno e nao contiver nenhum outro ponto de P.

Seja T uma triangulagao de P. Entao T' é uma triangulagao de Delaunay

de P se e somente se o circuncirculo de qualquer triangulo de T' nao contiver
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um ponto de P em seu interior. A Figura 3.4(b) mostra a propriedade do
circuncirculo vazio. Note que o centro dos circuncirculos sao os vértices do
diagrama de Voronoi.

Em uma triangulagao T" de P, uma aresta ¢ ilegal se é possivel aumentar
localmente o menor angulo dos triangulos, invertendo a aresta. 7' é uma
triangulacao legal se todas as arestas sao legais. Isso ocorrera se e somente
se T' é uma triangulacao de Delaunay de P. Quando os pontos de P estao
em posicao geral, haverd apenas uma triangulacao 6tima em relacao a ma-
ximizag¢ao do angulo minimo que sera a Triangulacao de Delaunay. Caso
os pontos de P nao estejam em posicao geral, entao qualquer triangulacao
obtida do grafo de Delaunay sera legal.

Seja P um conjunto de pontos no plano. Qualquer triangulagao de angulo
6timo (que maximize o angulo minimo) de P serd uma Triangulagao de De-
launay de P. E ainda, qualquer Triangulagao de Delaunay de P maximiza o
angulo minimo entre todas as triangulagoes de P.

Quando faz-se a triangulacao de Delaunay para um mapa planar, as ares-
tas que representam as fronteiras das regioes nao sao levadas em consideracao.
Dessa forma, as arestas originais do mapa podem nao aparecer no mapa trian-
gulado. Para resolver esse problema faz-se uso da triangulacao de Delaunay
restrita (Shewchuk 1997).

A triangulagdo de Delaunay restrita (TDR) é similar a triangulagao de
Delaunay mas possui a possibilidade de determinarmos segmentos que devem
aparecer na triangulacao. Esses segmentos sao chamados de restrigoes.

Outro problema esta relacionado com a densidade de triangulos utilizada
para se discretizar o mapa quando se deseja encontrar um caminho sobre o
mapa. Quanto maior a densidade de triangulos utilizada na discretizagao,

maior é a precisao do caminho encontrado. No caso hipotético de se dividir o
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plano em um nimero infinito de triangulos, ter-se-ia uma representagao exata
do espaco continuo. Entretanto, o custo computacional para o tratamento
do mapa se eleva a medida que a densidade de triangulos aumenta.

Através da TDR, obtém-se uma triangulagao com tamanhos de triangulos
variados. Em regioes onde a geometria é mais complicada, utiliza-se uma
densidade maior de triangulos. Por outro lado, em regides onde a geometria
¢ mais simples, usam-se menos triangulos. Assim, tem-se uma boa repre-
sentacao do espaco continuo com um numero reduzido de triangulos, redu-
zindo o custo computacional.

O algoritmo implementado faz uso do refinamento de Delaunay descrito
em (Shewchuk 1997). Essa técnica insere novos vértices na triangulagao
original gerando uma nova triangulagao refinada. A localizacao desses novos

vértices é escolhida tal que:

e o contorno original do mapa seja respeitado e forcado a existir na tri-

angulacao final;

e as restricoes impostas pelos pontos de origem e destino sejam respeita-

das;

e a qualidade da triangulagao seja melhorada, evitando a existéncia de

triangulos com um ou dois angulos muito pequenos.

A Figura 3.5 mostra uma possivel Triangulagao de Delaunay Restrita com
Refinamento para o mapa mostrado na Figura 2.9(c).

Uma vantagem da TDR sobre outros tipos de triangulacao é que, ja que
se trata de uma triangulacao muito utilizada, existem varias ferramentas
computacionais gratuitas ja desenvolvidas. Entretanto, outros tipos de tri-

angulagao poderiam ser utilizados produzindo resultados semelhantes. Nesse
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Ponto
& [ |desaida

Ponto
de
chegada

Figura 3.5: Triangulagao de Delaunay Restrita com Refinamento para o mapa
da Figura 2.9(c)

trabalho utilizou-se o programa Triangle disponivel em (Shewchuk 2005).

Maiores informagoes podem ser encontradas em (Shewchuk 1996).

3.2 Grafo de pesquisa

Em um grafo, pode-se classificar quaisquer dois vértices quanto ao nivel
de vizinhang¢a entre eles. Esse nivel de vizinhanca é definido como o niimero
minimo de arestas que os separam. Caminhando-se apenas sobre as arestas,
pode existir mais de um caminho ligando um vértice A até um vértice B.
Entre todos os caminhos possiveis, usa-se o que possui o menor nimero de
arestas para se fazer essa classificagao.

Por exemplo, se o caminho de menor nimero de arestas entre A e B
possui 4 arestas, entdo A é um vizinho de 4° nivel de B. As Figuras 3.6(a),
3.6(b) e 3.6(c) mostram os vizinhos de 1°, 2° e 3° niveis do né de interesse
destacado na Figura 3.6(a).

Entao, baseado na triangulagao gerada sobre o mapa resultante da com-
binacao dos mapas temédticos de interesse, constréi-se um grafo no qual os
vértices da triangulacao sao os nds e os ramos do grafo sao determinados de

acordo com o nivel de vizinhanga desejado.



CAPITULO 3. PLANEJAMENTO DE ROTAS 34

No6s vizinhos
de 3°
nivel

No6s vizinhos Nos vizinhos
4 de 1° de 2°

L]

(a) (b) (c)

Figura 3.6: Niveis de vizinhanga entre nos

Se apenas vizinhos de 1° nivel sao usados, o nimero de ramos do grafo
sera igual ao numero de arestas do mapa planar. Entretanto, usando o i-
ésimo nivel de vizinhanca, ramos adicionais serao incorporadas ao grafo de
tal forma que seja possivel sair de um né diretamente para um né vizinho de
19,29, ..., (1 — 1)° ou 7° nivel.

As Figuras 3.7(a), 3.7(b) e 3.7(c) mostram os grafos de 1°, 2° e 3° niveis de
vizinhanca, respectivamente, para um mesmo mapa. Note que, a medida que
se aumenta o nivel de vizinhanca, a complexidade do grafo cresce aumentando
o seu tempo de construcao e o tempo de pesquisa sobre ele. Além disso, existe
um limite para o nivel de vizinhanga sendo este no maximo n/2 onde n é o

nimero de vértices do mapa planar triangulado.

N/ /]
/N L

(a) (b) (c)

Figura 3.7: Possiveis grafos variando o nivel de vizinhanga dos nés
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Para uma mesma triangulacao, a vantagem de se construir um grafo com
niveis de vizinhanca mais elevados é que o caminho encontrado pode ser mais
préoximo do caminho 6timo. Entretanto, grafos com niveis de vizinhanca
elevados aumentam a complexidade computacional.

Uma solucao mais simples e mais eficiente para encontrar um caminho
mais suave é fazer o pos-processamento desse caminho como serd visto na

secao 3.4.

3.3 Algoritmo de Dijkstra

Dado um grafo onde os nés estao interligados por caminhos com um custo
associado, objetiva-se determinar o caminho de menor custo entre os nods e
o n6 destino. Para o exemplo da Figura 3.8, o n6 A em destaque é o no
destino. E importante notar também que um determinado né nao possui

necessariamente caminhos diretos para todos os outros nés.

Figura 3.8: Exemplo de grafo de busca

Para determinar o caminho de menor custo pode-se utilizar o algoritmo de
Dijkstra descrito no Algoritmo 3.1 (Dijkstra 1959). O algoritmo apresentado
possui ordem de complexidade O(n?) onde n é o nimero de nés do grafo.

E possivel otimizar o algoritmo utilizando filas de prioridade, diminuindo a
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algoritmo 3.1 Calcula o menor caminho entre os nés de um grafo ao né
destino.

Entradas: Um grafo onde cada né possui um valor de custo associado, um
apontador para o préximo né e um estado (permanente, tentativa ou
nunca visitado). Os néds sao ligados por ramos e cada ramo possui um
custo associado. Um dos nés é marcado como sendo o né destino.

Saidas: O proéprio grafo com os ramos orientadas de tal forma que indiquem
o caminho de custo minimo entre qualquer né e o né destino.

1: Inicialmente cada no recebe o estado nunca visitado, um apontador para
NULL e um custo infinito.

2: Na primeira iteragao, o né destino é marcado como permanente, o seu
custo associado é 0 e o apontador é mantido como NULL.

3: O no6 permanente da iteracao corrente visita cada né que pode alcancar
diretamente. Se o né visitado estiver marcado como permanente nao ha
alteragao. Caso contréario, o no visitado passa para o estado tentativa.
Se o custo da aresta que liga o né permanente ao no tentativa somado ao
custo associado ao né permanente for menor que o custo do né visitado,
este tem seu custo atualizado para o valor da soma e passa a apontar
para o né permanente.

4: Quando todos os nés diretamente ligados ao né permanente da iteracao
corrente forem visitados entao escolhe-se o né permanente para a proxima
iteracao. Esse nd é o n6 marcado como tentativa que possui menor custo
associado. Repete-se entao o passo anterior.

5: Quando todos os nds sao marcados como permanente, o custo total as-
sociado a cada né é o custo para se atingir o destino a partir desse no.
Para se encontrar a rota de menor custo, basta seguir os apontadores de
no em no a partir de um no inicial até o né destino.

ordem de complexidade para O(nlog(n)) (Sedgewick 2001), entretanto esse
procedimento nao foi implementado.

A seguir é mostrada a execucao do algoritmo de Dijkstra passo a passo
para o problema exemplo da Figura 3.8. Na Figura 3.9(a) o né inicial é
marcado como permanente e o seu custo associado é nulo. Nessa e nas
proximas Figuras (3.9(b), 3.9(c), 3.9(d), 3.9(e), 3.9(f), 3.9(g), 3.9(h) e 3.10),
o custo associado de um né é mostrado em um retangulo ao lado do né e o

no permanente da iteragao corrente é destacado com um pequeno circulo.
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Figura 3.9: Exemplo passo a passo do algoritmo de Dijkstra

Na Figura 3.9(b), A, né permanente da iteragao corrente, altera o estado
dos nés alcancéveis (B, C e E) para tentativa. Como esses nds estavam mar-
cados anteriormente como nunca visitados, eles tém seus custos atualizados
e passam a apontar para o no A. Como o né B é o né tentativa de menor
custo associado, ele é marcado como o né permanente da proxima iteracao
(Figura 3.9(c)).

Na Figura 3.9(d) os nés ndo marcados como permanente alcangaveis pelo

né B sao marcados como tentativa (nés C', D, E'e F'). Os nés recém marcados
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(D e F) passam a apontar para né B e o custo associado a eles é o custo
associado ao n6 B somado ao valor das arestas que os ligam a ele. O né
C possui custo menor passando pelo né B. Por isso, o né C' tem seu custo
associado e seu ponteiro atualizados.

Na Figura 3.9(e), o né E passa a ser o novo né permanente por ser o né
tentativa de menor custo. O né D é o tinico né alcangavel nao marcado como
permanente. Seu custo atual (50) é menor que o custo passando pelo né E
(28 + 26 = 54). Nada ¢ feito.

O né C é entao marcado como permanente. Dessa vez o custo do né D é
menor passando pelo né C' (10 4 30 = 40 < 50). O né D é entdo atualizado
passando a apontar para o n6 C' (Figura 3.9(f)).

Na Figura 3.9(g), o né F passa a ser o né permanente. O né D é o
unico né alcangavel ainda nao marcado como permanente mas seu caminho
passando pelo n6 F' tem custo maior que o caminho atual. Nada é feito.

Na Figura 3.9(h), o n6 D é marcado como permanente. Nesse ponto,
finaliza~se a execugao do algoritmo ja que todos os nds estao no estado per-

manente.

Figura 3.10: Resultado do algoritmo de Dijkstra
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Depois de completo o algoritmo, o grafo esta pronto para ser usado para
determinar a rota de custo minimo entre qualquer né e o né destino (A).
Basta que, partindo de um nd, caminhemos de né em né de acordo com os

apontadores. A Figura 3.10 mostra o caminho de menor custo do né D ao

né A.

3.4 Pobs-processamento

Como a discretizacao do mapa nao representa com exatidao o espago
continuo, o caminho encontrado pelo algoritmo de busca sobre o grafo geral-
mente nao é 6timo. O objetivo de se fazer o pds-processamento do caminho
gerado € tentar suavizar esse caminho e torna-lo ainda mais barato.

O mecanismo desenvolvido para esse fim é apresentado no Algoritmo 3.2.
Um exemplo desse procedimento ¢ mostrado na Figura 3.11.

E facil ver que, exceto os vértices inicial e final, no Algoritmo 3.2 cada
vértice do caminho original é testado sendo este mantido ou nao na nova
seqiiencia. Dessa forma, o passo 3 do Algoritmo 3.2 é executado k — 2 vezes
para um caminho com uma seqiiéncia de k vértices mostrando que esse algo-
ritmo possui ordem de complexidade linear, no tamanho do caminho original,
O(k).

E possivel, para mapas complicados, que o caminho pds-processado possa
ser melhorado ainda mais sendo pds-processado novamente. Podemos entao
repetir o processo do Algoritmo 3.2 sobre sua saida sucessivas vezes até que
o numero de vértices da seqiiéncia de saida seja igual ao da seqiiéncia de
entrada.

Para o pior caso, onde todos os vértices intermediarios sao eliminados,

um a cada iteracao, o algoritmo seria executado k — 2 vezes. Para a primeira
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algoritmo 3.2 Melhoria da qualidade de um caminho inicial através de
eliminagao de pontos.

Entradas: Um mapa planar triangulado e uma seqiiéncia de vértices indi-
cando o caminho inicial sobre o mapa. Deve ser possivel calcular o custo
de se caminhar em linha reta entre quaisquer dois vértices.

Saidas: Uma seqiiéncia de vértices indicando o novo caminho sobre o mapa
que serda um subconjunto da seqiiéncia original.

1: Inicia-se a nova seqiiéncia com o primeiro vértice da seqiiéncia original
(vértice origem).

2: Inicializa-se 3 apontadores vy, vy € v3 com os 3 primeiros vértices da
seqiiéncia original.

3: Se o custo de se caminhar diretamente de v; a v3 ¢ menor ou igual a soma
dos custos de vy a vy e de vy a v3, ou seja, B(vy,v3) < Bvy,v2)+ B(ve, v3),
entao faz-se v = w3. Caso contrario, insere-se o vértice v, na nova
seqiiéncia e faz-se v1 = vy € V9 = V3.

4: Se vy apontar para o ultimo vértice da seqiiéncia original, interrompe-
se o loop. Caso contrario, faz-se vs apontar para o proximo vértice da
seqliéncia original e repete-se o passo 3.

5: Finaliza-se a nova seqiiéncia com o iltimo vértice da seqiiéncia original
(vértice destino).

iteracao,o passo 3 do Algoritmo 3.2 é executado k — 2 vezes. Na segunda
iteracao, o caminho possui um ponto a menos e o passo 3 do Algoritmo 3.2 é
executado k — 3 vezes. Dessa forma, o passo 3 do Algoritmo 3.2 é executado

um total de

(k—2)+ (k—3)+ ..+ [k — (k—2)] + [k — (k — 1)]
2+ (k- 1)) (k- 2)

= (k—2)k— 5
K =3k+2
B 2

vezes. Tem-se entdo uma ordem de complexidade global de O(k*). Na
prética, muitos pontos sao eliminados de uma s6 vez, sendo necessario poucas

iteracoes do algoritmo.
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Figura 3.11: Pés-processamento

Como exemplo, seja o mapa da Figura 3.11(a), onde deseja-se encontrar
o caminho de menor custo entre os pontos A e E. Nesse mapa, o custo de se
caminhar sobre a regiao cinza . ¢é trés vezes maior que o da regiao branca
ap. O custo das arestas que separam as duas regioes é igual ao custo da
menor regiao o, = min{a., oy} = .

Usando-se um grafo de 1° nivel de vizinhanga, o algoritmo de Dijkstra
nos retorna o caminho dado pela seqiiéncia de pontos A, B, C', D e E como
indicado na Figura 3.11(b).

Para os trés primeiros vértices do caminho (A, B e C') verifica-se que o
caminho direto de A para C' é menor que o caminho passando pelo vértice
B (Figura 3.11(c)). Por isso, elimina-se o vértice B. Com os vértices rema-
nescentes e o proximo (A, C' e D) verifica-se novamente qual o caminho mais
curto. Dessa vez, o caminho direto entre A e D passa pela regiao mais cara
e por isso, o vértice C' é mantido (Figura 3.11(d)).

Como o vértice C' nao foi eliminado, ele entra na préxima comparacao

com o proximo vértice (C, D e E). Assim, como ilustrado na Figura 3.11(e),
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verifica-se que o caminho direto entre C' e E é mais curto. Por fim, na

Figura 3.11(f) tem-se o caminho final pds-processado.



Capitulo 4

Resultados

4.1 Navegacao de robos

As simulagoes para o problema de navegacao de robos a serem apresen-
tados nessa segdo foram publicados em (Fonseca et al. 2005). Elas corres-
pondem a aplicacao da metodologia discutida nos capitulos 2 e 3. Para o
problema proposto, foi criado um ambiente hipotético representado por trés
mapas teméaticos mostrados nas Figuras 4.1(a), 4.4(a) e 4.5(a). Nesses mapas
sao descritas as propriedades do terreno, obstaculos e densidade de pessoas
e intensidade de sinal para comunicacao com antenas, respectivamente.

O mapa da Figura 4.1(a) mostra as propriedades do terreno. Para cada
tipo de terreno foi definido um valor, também hipotético, para a dificuldade
de transposicao do robo. A regiao de agua, que deve ser evitada pelo robo,
recebeu um custo mais elevado seguida pelas regioes de areia, grama e ci-
mento. Para atravessar a regiao de agua foram colocadas duas rampas com
custo intermedidrio entre areia e grama. As bordas das rampas sao conside-
radas obstaculos pois podem provocar a queda do robo e, por isso, possuem
custo elevado. Os valores de custo atribuidos a cada regiao podem ser vistos

na Tabela 4.1.
43
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A Figura 4.1(b) representa o mapa da Figura 4.1(a) com uma escala de

tons de cinza. Quanto mais escura a regiao maior é o seu custo. Todos os

mapas em tom de cinza neste capitulo representam custos dessa forma.

X Rampa
Areia

Grama
Grama Agua

Bordas
Rampa

Cimento
Grama

(a) descricao

(b) representagdo em tons de cinza

Figura 4.1: Propriedades do terreno

Tabela 4.1: Custos para o terreno

Custo por unidade de distancia da Fig.

Propriedade 4.1(b)/4.2 | 4.3(a) | 4.3(b) | 4.3(c) | 4.3(d)
Agua 00 00 00 00 00
Borda da Rampa %) 00 %) o0 00
Areia 51 2 51 51 51
Rampa 35 2 35 35 35
Grama 11 2 2 2,25 20
Cimento 2 2 2 2 2

A Figura 4.2(a) mostra o mapa com as propriedades do terreno apds a tri-

angulacao. Nesta figura sao destacados os vértices de origem e destino para

a trajetoria do robd. Para as simulagbes apresentadas pelas Figuras 4.2(b),

4.2(c), 4.2(d) e 4.2(e) foram utilizados grafos com niveis de vizinhanga 1,

2, 3 e 7, respectivamente (niveis de vizinhanga sao definidos na sec¢ao 3.2).

Nota-se uma melhora gradativa do caminho quando se aumenta o nivel de

vizinhanca do grafo. Mas essa melhora fica pouco sensivel quando o nivel

de vizinhanga é muito alto. Além disso, o tempo de processamento também

aumenta, como pode ser observado nos dados da Tabela 4.2. O computador
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utilizado nessas e nas outras simulagoes apresentadas neste capitulo foi um
Pentium 4, 1,70Ghz, com 512Mb de RAM, rodando o Windows XP. A Fi-
gura 4.2(f) mostra o caminho encontrado aplicando o pés-processamento pro-
posto na segao 3.4. O resultado encontrado é equivalente ao da Figura 4.2(e),
porém com um tempo de processamento menor. Nas préoximas simulagoes
serao usados apenas grafos com nivel de vizinhanca 1 e pds-processamento.
A Tabela 4.2 também mostra o valor total do custo do caminho para as si-
mulagoes. Esses valores foram obtidos de acordo com o método mostrado
mostrado na secao 2.3 levando-se em conta que os mapas possuem dimensao

de 100m por 50m.

Tabela 4.2: Tempo de simulagao para o terreno

Figura da simulacao 4.2(b) | 4.2(c) | 4.2(d) | 4.2(e) | 4.2(f)
Tempo de busca no grafo (s) 6,43 | 6,85 | 7,76 | 22.47 | 6,43
Tempo de pds-processamento (s) - - - - 0,05
Custo do caminho 903.,4 | 889,2 | 888,1 | 887,5 | 887,4

Nota-se nessa primeira simulagao que os caminhos encontrados evitam a
regiao de areia que possui um custo mais elevado. Partindo do ponto inicial,
o caminho sai da regiao de grama para a regiao de cimento e permanece
nessa regiao o maximo possivel. O melhor caminho foi obtido com o pds-
processamento. Nesse caso, o caminho é mais retilineo, fazendo menos curvas
dentro de uma mesma regiao.

Para ilustrar como a escolha dos custos é determinante, a Figura 4.3 mos-
tra algumas simulagoes variando o valor dos custos das regices. A Tabela 4.1
mostra os valores utilizados para essas simulagoes.

A primeira simulacao (Figura 4.3(a)) utiliza pesos iguais para todas as
regioes. Dessa forma, o caminho possui o menor comprimento possivel.

Quando aumentamos o peso da regiao de areia (Figura 4.3(b)), o caminho
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(a) terreno triangulado (b) grafo com nivel 1
(c) grafo com nivel 2 (d) grafo com nivel 3
(e) grafo com nivel 7 (f) grafo com nivel 1 + pds-processamento

Figura 4.2: Simulagoes para as propriedades do terreno variando o nivel de
vizinhanca

passa a evitar essa regiao passando pela regiao de cimento e grama. Como as
regioes de cimento e grama ainda possui mesmo custo, o caminho nao muda
de direcao na fronteira dessas regioes. A medida que aumentamos o custo da
regiao de grama e, a diferenca entre o custo das regioes de grama e cimento
aumenta, o caminho passa para a regiao de cimento mais rapidamente, evi-
tando permanecer na regiao de grama. Isso pode ser visto nas Figuras 4.3(c)
e 4.3(d).

O mapa da Figura 4.4(a) representa um prédio (obstdculo) e a probabi-

lidade de se encontrar pessoas pelo ambiente. Nota-se que a probabilidade
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/

) pesos iguais (b) areia e rampa com maior custo

(¢) pequena diferenga entre grama e cimento (d) grande diferenga entre grama e cimento

Figura 4.3: Simulacoes para as propriedades do terreno variando os pesos

de se encontrar pessoas é grande em frente ao prédio e diminui a medida que
se afasta do prédio. Quanto maior é a probabilidade de existirem pessoas
transitando em uma dada regiao, maior é a probabilidade de haver colisoes
entre o robo e essas pessoas, 0 que poderia colocar em risco a seguranca das
pessoas, provocar danos ao robo ou comprometer a missao do robo. Dessa
forma, para regioes de maior probabilidade de se encontrar pessoas, maior é
o custo de transposicao atribuido.

Os custos atribuidos a dificuldade de transposicao das regices da Fi-
gura 4.4(a) sdo mostrados em tons de cinza pela Figura 4.4(b) e podem
ser vistos na Tabela 4.3. A composicao dos mapas com as propriedades do
terreno e probabilidade de pessoas é mostrada jé triangulada na Figura 4.4(c)
e o caminho encontrado, ja pés-processado, é mostrado na Figura 4.4(d).

Observando os mapas que descrevem o custo do terreno (Figura 4.1(b))
e o custo para a densidade de pessoas (Figura 4.4(b)) e comparando com

o mapa combinado da Figura 4.4(c), nota-se a mudanca nos tons de cinza
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Predio

Probabilidade Alta de Pessoas
Probabilidade Média de Pessoas
Probabilidade Baixa de Pessoas

(a) descricao

Vertice
Inicial

Vértice

(b) representagdo em tons de cinza

(¢) mapa composto

(d) caminho pés-processado

Figura 4.4: Densidade de pessoas

Tabela 4.3: Custos para a probabilidade de pessoas

Propriedade Custo por unidade de distancia
Prédio 00
Probabilidade alta 30
Probabilidade média 20
Probabilidade baixa 5
Probabilidade minima, 0

em algumas regioes indicando o resultado da combinacao dos custos. Nessa

composicao e nas outras que serao apresentadas, o custo atribuido a cada

mapa é unitario. Dessa forma, o custo combinado de uma regiao no mapa

combinado é a soma algébrica dos custos dos mapas originais.

O mapa da Figura 4.5(a) representa a intensidade do sinal de comunicagao

entre o robo e trés antenas fixas. Supondo uma missao onde seja desejavel que

o rob0 nao perca comunicagao com as antenas, entao tem-se um custo elevado

para as regides distantes das antenas (poténcia baixa).

A Figura 4.5(b)

mostra o mapa com os custos em tons de cinza de acordo com a Tabela 4.4.
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A Figura 4.5(c) mostra a composigao dos mapas de terreno, probabilidade
de pessoas e intensidade de sinal ja triangulado. Figura 4.5(d) mostra o

caminho poés-processado obtido para o mapa composto.

Poténcia Média

Poténcia Baixa

(a) descricao (b) representacio em tons de cinza

AT
RGN
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(¢) mapa composto (d) caminho pés-processado

Figura 4.5: Intensidade de sinal das antenas

Tabela 4.4: Custos para a intensidade de sinal

Propriedade | Custo por unidade de distancia
Poténcia alta 10

Poténcia média 40

Poténcia baixa 150

Nessa ultima simulacao, o caminho encontrado passa pela regiao de areia
pois a regiao de cimento fica longe das antenas e seu custo combinado fica
elevado. Nota-se que o caminho permanece o maximo possivel na regiao de
grama percorrendo a uma distancia pequena sobre a areia.

A Tabela 4.5 resume alguns parametros de desempenho para os mapas
das Figuras 4.2(f), 4.4(d) e 4.5(d). Os tempos relacionados a construgao das

estruturas de dados da CGAL estao embutidos nos tempos de composicao
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dos mapas, onde se utilizaram Nefs, e de busca no grafo, onde se utilizaram
Planar Maps, como descrito nas secoes 2.4.1 e 2.2.1, respectivamente. O
mesmo vale para os tempos apresentados na Tabela 4.9 para o problema de

linhas de transmissao.

Tabela 4.5: Comparacao entre as simulacoes para navegacao de robo
Figura da simulacao 4.2(f) | 4.4(d) | 4.5(d)

N° de vértices do mapa composto 112 226 318
N° de vértices do mapa triangulado | 595 1093 | 2848
Tempo para combinar os mapas (s) - 26,19 | 69,21
Tempo de busca no grafo (s) 6,43 | 20,61 | 59,05
Tempo de pds-processamento (s) 0,05 | 0,06 | 0,04

Observa-se na Tabela 4.5 que o tempo de pds-processamento se altera
muito pouco, independentemente do numero de vértices do mapa. Além
disso, o tempo gasto pelo pds-processamento é o que menos influencia o tempo
total gasto pelo processo. Isso é uma boa indicagao de que o uso do pds-
processamento ¢é valido para se obter um caminho melhor sem comprometer

o tempo de execucao do método.
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4.2 Linhas de transmissao

Para o caso de linhas de transmissao foi também simulado um problema
hipotético onde deseja-se conectar um dado ponto A a um ponto B com
base em mapas reais do estado de Nova York nos Estados Unidos. Os da-
dos se referem mais especificamente ao condado de Oneida como ilustrado
pela Figura 4.6. A Figura 4.6 e os dados dos mapas foram encontrados no
site da CUGIR (Cornell University Geospatial Data Information Repository)
(CUGIR 2006).

As coordenadas dos vértices dos mapas utilizados estao expressas em
longitude e latitude.

Clinton

Frankin
St Lawmrcs

Oneida T e

Figura 4.6: Estado de NY

Foram utilizados trés mapas tematicos com dados sobre as principais
rodovias, as areas de maior concentragao urbana e os principais rios das

regioes (Figuras 4.7, 4.8 e 4.10).
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A Figura 4.7(a) mostra as principais ferrovias da regiao. Para garantir
que o caminho da linha de transmissao evite ficar préximo as ferrovias, mas
podendo atravessé-las, usou-se a representacao da Figura 4.7(b), onde foi
atribuido um custo elevado nas proximidades das ferrovias, de acordo com a
Tabela 4.6. A Figura 4.7(c) mostra a triangulacao utilizada e a Figura 4.7(d)
mostra o caminho obtido levando em conta apenas essa restricao conectando

o ponto A ao ponto B.

(b) Ferrovias “aumentadas”

(¢) Mapa triangulado (d) Caminho obtido
Figura 4.7: Principais ferrovias
Como esperado, o caminho encontrado evita permanecer nas regioes

proximas as ferrovias e tenta atravessi-las em pontos onde a permanéncia

do caminho sobre essas regioes é pequena.



CAPITULO 4. RESULTADOS 53

Tabela 4.6: Custos para as ferrovias
Propriedade Custo por unidade de distancia
Ferrovia 200

Fora da ferrovia 10

A Figura 4.8(a) mostra as regides urbanas, onde existe maior concentrac¢ao
populacional. Supondo que o custo de desapropriacao da area urbana é
elevado, atribuiu-se a essas regioes custos elevados, enquanto a regiao de
baixa densidade populacional (rural) foi atribuido um custo baixo, como
visto na Tabela 4.7. A Figura 4.8(b) mostra a triangulacao utilizada e a

Figura 4.8(c) mostra o caminho obtido utilizando apenas essa restricao.

(a) Ocupagao populacional (b) Mapa triangulado

(¢) Caminho obtido

Figura 4.8: Regioes com ocupacao populacional
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Tabela 4.7: Custos para as areas de ocupacgao populacional
Propriedade | Custo por unidade de distancia

Area urbana 100
Area rural 10

Novamente o caminho encontrado evita as regioes de custo elevado ten-
tando contorna-las. Entretanto, o caminho atravessa um pequeno trecho
da regiao urbana no centro do mapa. Isso indica que, com os valores de
custo atribuidos as regioes, o caminho sobre uma pequena porcao da regiao
de maior custo é mais barato que contorna-lo. Poder-se-ia atribuir um valor
mais elevado a essa regiao de tal forma que o caminho encontrado contornaria
toda a regiao.

Combinando as restri¢oes das ferrovias (Figura 4.7(b)) e de densidade
populacional (Figura 4.8(a)), obtém-se o mapa combinado mostrado na Fi-
gura 4.9(a). A Figura 4.9(b) mostra a triangulagao utilizada para a obtengao
do caminho da Figura 4.9(c).

Nesse caso, nota-se a mudanca da escala de tons de cinza provocada
pela combinacao dos custos dos mapas originais. Onde a regiao urbana é
sobreposta por uma ferrovia encontramos os tons mais escuros indicando um
custo mais elevado. O caminho encontrado evita as regices de custo elevado
tentando se desviar delas e as atravessando quando nao ha como contorna-las
ou quando a regiao a ser atravessada ¢ pequena a ponto de ser mais barato
passar sobre a regiao de alto custo do que contorna-la.

A ultima restricao considerada é dada pelos principais rios da regiao mos-
trados na Figura 4.10(a). De forma semelhante ao caso das ferrovias, gerou-
se um mapa (Figura 4.10(b)) com custo elevado para a regiao proxima aos
rios e baixo custo nas demais regioes para que a linha de transmissao evite as

regioes proximas aos rios. Os valores dos custos sao mostrados na Tabela 4.8.
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(a) Mapa composto

(¢) Caminho obtido

Figura 4.9: Combinacao dos mapas de ocupacao populacional e ferrovias

A combinagao das trés restrigoes consideradas, ferrovias, regioes urbanas e
rios, resulta no mapa da Figura 4.11(a). A triangulagao utilizada é mostrada
na Figura 4.11(b) e o caminho encontrado pela Figura 4.11(c).

A Tabela 4.9 resume alguns parametros de desempenho para os mapas
das Figuras 4.7(d), 4.8(c), 4.9(c) e 4.11(c). Como ocorreu no exemplo de
navegagao de robos (Tabela 4.5), os tempos para o pds-processamento da
Tabela 4.9 sao praticamente constantes. Além disso, o pds-processamento
é a etapa mais barata e, mesmo que o caminho pés-processado apresente
pouca ou nenhuma redugao no seu custo total, seu tempo de execugao nao

influencia significativamente o tempo total de busca pelo caminho.
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(a) Principais rios (b) Rios “aumentados”

Figura 4.10: Principais rios

Tabela 4.8: Custos para os rios
Propriedade | Custo por unidade de distancia

Rio 200
Fora do rio 10

Em todas as simulacoes apresentadas, tanto para o caso de navegagao
de robos quanto para o caso de linhas de transmissao, usou-se o Triangle
(Shewchuk 2005) para realizar as triangulagoes como descrito na segao 3.1.
Nota-se que em todos os mapas utilizou-se uma densidade de triangulos maior
nas regioes onde a geometria dos mapas é mais complexa e uma densidade
menor nas regioes de baixa complexidade. Dessa forma, foi possivel diminuir
o numero total de vértices dos grafos de pesquisa comparado com o uso de

densidades uniformes.

Tabela 4.9: Comparacao entre as simulagoes para linha de transmissao
Figura da simulacao 4.7(d) | 4.8(c) | 4.9(c) | 4.11(c)
No de vértices do mapa composto 368 874 1138 1431
No de vértices do mapa triangulado | 5312 6680 5446 1539
Tempo para combinar os mapas (s) - - 92,01 | 390,01
Tempo de busca no grafo (s) 152,65 | 197,83 | 148,97 | 219,70
Tempo de pds-processamento (s) 0,03 0,03 0,03 0,05
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(a) Mapa composto (b) Mapa triangulado

(¢) Caminho obtido

Figura 4.11: Combinac¢ao dos mapas de ocupacao populacional, ferrovias e
rios



Capitulo 5

Conclusoes

Foi desenvolvido um sistema computacional capaz de efetuar a com-
posicao de mapas tematicos e encontrar uma aproximacao do caminho de
menor custo sobre o mapa combinado. A principal vantagem da técnica im-
plementada sobre outros métodos apresentados é a capacidade de encontrar
bons resultados com custo computacional mais baixo que o de técnicas mais
simples baseadas em grades e sem a complexidade de implementacao dos
métodos mais precisos.

A técnica de composicao de mapas permitiu a andlise de varios tipos
de restri¢oes simultaneamente, tanto para o caso de planejamentos de rotas
de robos méveis (propriedades do solo, obstédculos, densidade de obstéculos,
intensidade de sinal para comunicagdo com antenas) quanto para o tragado
de linhas de transmissio (densidade populacional, rios, ferrovias).

A triangulacao utilizada mostrou ser uma ferramenta eficiente na repre-
sentacao de mapas complexos. Como sao utilizados elementos nao uniformes,
areas simples de menor complexidade sao representadas com uma densidade

baixa de triangulos, diminuindo a complexidade do grafo de pesquisa.

o8
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A técnica de pds-processamento, baseada na eliminacao de vértices des-
necessarios, mostrou-se capaz de melhorar significativamente o resultado en-
contrado pelo algoritmo de busca sobre grafos mais simples. Dessa forma, foi
possivel encontrar resultados satisfatorios sem a necessidade da utilizagao de
um grafo completo.

O grafo utilizado para a representacao do mapa discretizado é nao orien-
tado e, além disso, as regides tém custo constante independente da direcao
em que se caminha sobre elas. Isso implica em uma limitacao do método
proposto, uma vez que nao é possivel definir uma dificuldade maior para su-
bir uma rampa do que para descé-la, por exemplo. Outra dificuldade é que
mapas de regioes extensas normalmente possuem muitos detalhes e podem
exigir uma representacao complexa com um niumero elevado de vértices e seg-
mentos. Nesse caso, o custo computacional se torna elevado exigindo talvez
o uso de técnicas para simplificagdo dos mapas (Goodman & O’Rourke 2004)

utilizando um nimero reduzido de segmentos em curvas, por exemplo.

5.1 Trabalhos futuros

O custo computacional do sistema pode ser melhorado, substituindo
o método de composicao de mapas implementado pelo apresentado no
apéndice A. Entretanto, apesar de ser mais eficiente que o método utili-
zado, a implementacao da composigao através da intersecao de segmentos é
complicada e exige o tratamento de casos degenerados, o que torna dificil
obter uma implementacao robusta. A equipe de desenvolvimento da CGAL
esta implementando o algoritmo de composicao de mapas planares para uma

versdo futura da biblioteca.
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Utilizou-se o algoritmo de Dijkstra para busca sobre o grafo para encon-
trar o caminho de custo minimo sobre o grafo de pesquisa gerado a partir
do mapa triangulado. E possivel melhorar a versao implementada, utili-
zando fila de prioridades reduzindo a ordem de complexidade de O(n?) para
O(nlogn) (Sedgewick 2001). Pode-se ainda utilizar o algoritmo A* para
ambientes muito grandes e complexos, porém nao garantindo para todos os
casos a obtencao do caminho 6timo sobre o grafo.

Nao foi desenvolvida uma técnica para se determinar o valor dos custos
das regioes dos mapas tematicos. Nos exemplos vistos os valores dos custos
sao empiricos. No caso de navegacao de robos, uma proposta de trabalho
futuro é o desenvolvimento de uma metodologia baseada no consumo de ba-
teria, por exemplo, ou em algum outro critério que se deseja minimizar. Se
o interesse é minimizar o tempo total de percurso, pode-se atribuir um custo
proporcional ao tempo de transposi¢ao por unidade de distancia em um de-
terminado terreno. No caso de linhas de transmissao é necessario um estudo
mais detalhado sobre impacto ambiental, valor de desapropriacao, densidade
populacional, entre outros. Esse tipo de estudo exigiria uma parceria com
uma concessionaria de energia que tenha interesse em levar esse projeto adi-
ante. Além disso, nao foi considerado no calculo do custo a distancia maxima
entre torres, sua altura e a topografia do terreno, entre outras varias restri¢coes

elétricas e mecanicas (de Figueiredo & Gonzaga 2003).
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Apeéendice A

Composicao dos mapas pelo
calculo das intersecoes entre

segmentos

A.1 Calculo das intersecoes

Para calcular as intersecoes entre os segmentos pode-se pensar inicial-
mente em um método forca bruta, no qual se testaria se um segmento possui
intersecao com todos os outros segmentos. Claramente, esse procedimento
possui uma ordem de complexidade O(n?) onde n é o nimero total de seg-
mentos. Como na pratica o nimero de intersecoes entre os segmentos de dois
mapas teméticos ¢ muito menor que a combinacao dos segmentos dois a dois,
esse algoritmo se torna ineficiente pois realiza um numero de testes muito
maior que o nimero efetivo de intercessoes.

A idéia do algoritmo de varredura consiste em deslocar uma linha [ hori-
zontal pelo conjunto de segmentos, buscando identificar os segmentos que sao

cortados em um dado momento pela linha, verificando se existem intersecoes
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entre eles. Para diminuir mais ainda o nimero de calculos de intersecoes, os
segmentos sao ordenados segundo a coordenada dos pontos em que cortam
a linha. O algoritmo de varredura procura, assim, identificar as intersecoes
de novos segmentos na linha, saida de segmentos e inversoes na ordem em
que esta linha encontra dois segmentos quaisquer. Dessa forma, testes des-
necessarios sao evitados e o tempo de execucao passa a ser sensivel nao s6
ao numero total de segmentos considerados mas também ao niimero total de
intersegoes.

Para implementar esta idéia, é necessario definir uma relacao de com-
paragao entre os segmentos da seguinte forma: Considerem-se dois segmentos
51 € S no plano, sendo que s; nao intercepta s,. Diz-se que s; é comparavel
a So se, para alguma ordenada y, existe uma linha horizontal que intercepta
tanto $; quanto sy. Seja entao S = {s1, s9, ..., 8, } um conjunto de segmentos
para os quais deseja-se calcular todas as intercessoes. Se as projecoes de dois
segmentos no eixo y nao se sobrepoem, esses segmentos nao se interceptam
e, dessa forma, nao se faz necessario testar se existe intersecao entre eles

(Figura A.1).

Candidatos
a intersegdo

Figura A.1: Segmentos candidatos ao teste de intersegao
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O estado da linha de varredura é o conjunto de segmentos que a
interceptam. O estado da linha de varredura muda a medida que ela se
desloca para baixo e encontra um ponto extremo de um segmento ou um
ponto de intersecao entre segmentos. Estes pontos sao chamados de eventos
de ponto.

No momento que a linha de varredura alcanca um evento de intersecao,
atualiza-se o seu estado e realizam-se alguns testes de intersecao como ilus-

trado na Figura A.2.

e A S5 Estado da linha o5 15 T T, 5,

S de varredura
3 s 3
I / 1[ Sx h

”g\ y\l

) ponto extremo superior

Estado da linh: Estado da linh,
(Si:vgrr:dlllrrlaa s o vorredur a

de varredura
Sy Y

(¢) ponto extremo inferior (d) ponto de intersecao

Figura A.2: Mudancas de estado para a linha de varredura.

Se um ponto extremo superior de um segmento é encontrado significa que
esse segmento passa a ser interceptado pela linha de varredura e passa a fazer
parte do estado da linha de varredura (Figura A.2(b)). Nesse caso, deve-se
testar se existe intersecao entre esse novo segmento e alguns segmentos que
ja estao listados no estado. Se, no entanto, a linha de varredura encontra

um evento de ponto que é o ponto extremo inferior de um segmento, isso
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significa que o segmento deve deixar o estado e nao mais serd testado se
existe intersegao entre esse segmento com algum outro (Figura A.2(c)).

Quando um novo segmento ¢ incluido no estado da linha de varredura nao
é necessario testar se esse segmento possui intersecao com todos os outros
segmentos listados no estado. Para isso, é necessario que os segmentos do
estado da linha de varredura estejam ordenados da esquerda para a direita
de acordo com a ordem em que cruzam a linha de varredura. Dessa forma,
o segmento ¢ incluido ja ordenado e precisa ser testado apenas contra os
segmentos adjacentes a ele.

Quando existe intersecao entre dois segmentos, o ponto de intersecao é
identificado como um evento de intersecao e os segmentos que se intercep-
taram trocam de ordem no estado da linha de varredura como ocorre na
Figura A.2(d).

Portanto, é necessario operar duas estruturas de dados no processo de
varredura. A primeira (estado da linha de varredura) é a responsével por
manter a ordenacao das intersecoes dos segmentos com a linha de varredura
e é usualmente implementada como uma arvore binaria balanceada. Essa
arvore deve suportar as operagoes de inser¢ao e exclusao com complexidade
O(log(n)), onde n é o nimero de elementos armazenados na arvore, e duas
fungoes para determinar qual segmento estd imediatamente a direita e ime-
diatamente a esquerda de um segmento com ordem de complexidade O(1).

A segunda estrutura de dados é responsavel por manter a sequiéncia dos
eventos de ponto que serao analisados pela linha de varredura, e é implemen-
tada como uma fila de prioridades.

Essa fila de prioridades deve ser dinamica pois novos eventos sao com-
putados a medida que a linha de varredura caminha e encontra intersecoes.

Dessa forma, devem ser suportadas operagoes de inser¢ao e exclusao do ele-
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mento de mais alta prioridade e uma funcao que verifica se um determinado
elemento esta ou nao na estrutura. Todas essas fungoes devem possuir ordem
de complexidade O(log(n)), onde n é o numero de eventos armazenados, para
garantir a complexidade global de O(nlog(n)) (de Berg et al. 2000).

Os eventos de ponto devem ficar ordenados na fila de prioridade de tal
forma que o ponto com maior ordenada y seja sempre o ponto de maior priori-
dade. Pontos com mesma ordenada y sao tratados da esquerda para a direita,
o de menor coordenada x tem maior prioridade. E interessante também po-
der tratar dois pontos extremos coincidentes como um unico evento ja que
isso é comum em mapas planares.

Usando essas estruturas ¢ possivel implementar um algoritmo que calcula
as intersecoes de um conjunto de n segmentos com ordem de complexidade
O(nlogn + I'logn), onde I é o nimero de pontos de intersegao. O algo-
ritmo em pseudo linguagem e maiores detalhes sobre a o cédlculo da ordem
de complexidade podem ser encontrados em (de Berg et al. 2000).

Além de ser um algoritmo mais complexo e dificil de ser implementado,
casos degenerados como dois segmentos sobrepostos nao sao considerados na

formulagao e devem ser tratados a parte.

A.2 Composicao de duas subdivisoes

Para fazer a composicao de dois mapas planares D; e Dy representados
por duas DCEL’s usa-se o algoritmo de varredura descrito anteriormente.

Como ilustrado na Figura A.3, inicialmente constréi-se um terceiro mapa
D3 com uma cépia dos mapas originais. Note que esse DCEL é invalida ja
que existirao segmentos se cruzando. A medida que o algoritmo de varredura

é processado sobre os segmentos do novo mapa as semi-arestas devem ser
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-3~ 0)

Figura A.3: Composicao de duas subdivisoes planares pelo método da linha
de varredura

rearranjadas a fim de tornar a DCEL vélida. As informagoes das faces sao
processadas posteriormente.

Se o evento de ponto é um vértice extremo de segmentos de apenas um
dos dois mapas, esse vértice pode ser reaproveitado. Se o evento envolve
segmentos de ambos os mapas, modificacoes locais sao necessarias.

A Figura A.4 mostra duas das possiveis situagoes onde ocorre intersegao
entre segmentos dos dois mapas. A Figura A.4(a) mostra o caso em que 0s
segmentos se cruzam em um ponto nao extremo para ambos os segmentos.
Nesse caso, um novo vértice deve ser adicionado no ponto de cruzamento.
Além disso, cada aresta deve ser quebrada em duas gerando quatro novas
semi-arestas. Os ponteiros das semi-arestas para o vértice de origem, vértice
de destino, proxima semi-aresta e semi-aresta anterior devem ser atualizados
para todas as semi-arestas envolvidas.

A Figura A.4(b) mostra o caso em que um segmento de um dos mapas
passa sobre um vértice do outro mapa. Nesse caso, somente o segmento
do primeiro mapa deve ser quebrado em dois. Além dos ponteiros das se-
miarestas do primeiro mapa, é necessario atualizar apenas os ponteiros das
semi-arestas adjacentes a aresta do primeiro mapa.

Existem ainda outros casos possiveis. Tanto os casos apresentados quanto
a maior partes dos outros casos possiveis podem ser processados com O(1)

(de Berg et al. 2000).
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__-O

o
(a) (b)

Figura A.4: Quebra de segmentos com intersecao
A.3 Classificagcao das regioes

Depois de processar o algoritmo de varredura teremos uma DCEL com os
registros dos vértices e arestas corretos. Falta agora adequar os registros das
faces. Cada face deve apontar para uma das semi-arestas do seu contorno
externo. Deve-se criar uma lista dos contornos internos que definem os bu-
racos da face e todas as semi-arestas dos contornos externo e internos devem
ser atualizados para apontar para a face. Por fim cada face deve ter sua
propriedade atualizada a partir das propriedades das faces das subdivisoes
originais.

Toda face possui um unico contorno externo, com excecao da face infinita.
Dessa forma, o nimero de registros de faces a serem criados é igual ao niimero
de contornos externos mais um. Para saber se um contorno é externo ou
interno, basta analisar o vértice mais a esquerda do ciclo (em caso de empate
escolhe-se 0 mais abaixo), como ilustrado na Figura A.5. Se o angulo formado
pelas semi-arestas que incidem sobre o vértice é menor que 180° significa que
esse é um ciclo externo. Caso contrario trata-se de do contorno de um buraco.

Para saber quais contornos pertencem a uma mesma face constroi-se um
grafo como o ilustrado na Figura A.6. Cada ciclo, externo ou interno, é
representado por um né no grafo. A face infinita possui um ciclo externo

imaginario que também é representado por um né no grafo. Existirda um
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Contorno
externo de f

Contorno
interno de f

Figura A.5: Contornos das faces

arco entre dois nés do grafo se e somente se um dos ciclos é o contorno de um
buraco e o outro ciclo possuir uma semi-aresta imediatamente a esquerda do
vértice mais a esquerda do primeiro ciclo. Se nao existe nenhuma semiaresta
a esquerda do vértice mais a esquerda, entao o né representando o contorno
do buraco ¢ ligado ao né do contorno imaginario da face infinita.

No exemplo da Figura A.6, as linhas pontilhadas representam as ligagoes
dos contornos dos buracos com outros contornos. Cada linha pontilhada
corresponde a um arco no grafo. No grafo, os nés que representam o contorno
externo das faces estao representados pelos circulos em negrito. Os demais
nos representam os contornos de buracos. Os nés C7, Cg e Cyg estao ligados
ao n6 C4. Isso significa que os contornos C7, Cs e C}y definem buracos na
face infinita. Da mesma forma que C5 e Cg ligados ao né C5 indica que os
contornos C3 e (g definem buracos na face definida pelo contorno externo
Cs. A construgao do grafo pode ser feita durante o processo de varredura do
algoritmo de intersecao de segmentos.

O ultimo passo diz respeito a atualizacao das propriedades de cada face.
Cada face f deve receber os atributos das faces originais. Para encontrar as
faces originais considera-se um vértice arbitrario v de f. Se v é um ponto
de intersecao entre uma aresta e; da primeira subdivisao com uma aresta

es da segunda subdivisao, entao basta verificar os ponteiros das semi-arestas
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Figura A.6: Classificacao das faces

adequadas de e; e e5. Se v nao é um ponto de intersecao mas um vértice da
primeira subdivisao, entao so é possivel determinar a face original pertencente
a primeira subdivisao. Para determinar a face original da segunda subdivisao
é necessario determinar qual face contem o vértice v. Esse procedimento
também pode ser realizado durante o processo de varredura do algoritmo
de intersecao. Mais detalhes dos procedimentos podem ser encontrados em

(de Berg et al. 2000).



Apeéendice B

Obtencao do caminho minimo
utilizando o método de Dijkstra

continuo

Dado um mapa planar, representado por uma subdivisao poligonal com
custos oy para as faces como descrito no Capitulo 2. Tem-se como objetivo
determinar o caminho pelo plano que minimiza o custo total baseado na
métrica Euclidiana ponderada.

Nesse capitulo usam-se as seguintes notagoes: uma aresta e compartilhada
pelas faces f e f’ orientada de tal forma que f estd a sua direita, é expressa
como: e = N(f, f’). Se ndo estamos preocupados com a orientacao da aresta,
basta escrever e = f N f’. Usa-se int(-) para referir-se ao interior relativo de
uma aresta ou face. Um ponto esta no interior de uma aresta ou face se esse
ponto esta sobre a aresta ou sobre a face.

Pode-se especificar um caminho linear dando a seqiiéncia de pontos P =
{¢1,q2, .., qx } de tal forma que esse caminho seja composto pela seqiiéncia de

segmentos de reta ¢;qi11, 1 <1< k— 1.
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B.1 Caminhos Geodésicos

Um caminho geodésico é um caminho localmente 6timo e que nao pode
ser encurtado ao se aplicar perturbacoes leves. Um caminho 6timo é um
caminho geodésico que é globalmente 6timo.

O objetivo é encontrar um caminho dado por uma curva £ € F, onde F
¢ a regiao livre do mapa (ver Equagao (2.4)), que conecta um ponto inicial
qo = (%0, yo) a um ponto de destino g5 = (x4, y4) € que minimiza o funcional

de custo dado por

I:/ﬁg(x,y)ds, (B.1)

onde ds é o diferencial de comprimento de arco e g(x,y) é a fungao custo do
mapa apresentada na Equagao (2.3).

E assumido que cada regiao possui um custo constante. Dessa forma,
cada caminho geodésico sera sempre linear por partes exceto para regioes de
peso zero (onde os sub-caminhos podem ser arbitrarios).

Caminhos geodésicos sdo necessariamente caminhos simples (ndo passam
por um mesmo ponto mais de uma vez). Assim, caminhos 6timos devem
ser simples, exceto para faces onde o peso é zero. No interior dessas faces
o caminho é qualquer (navegacao livre). Mas todo caminho complexo no
interior de faces com peso zero pode ser substituido por um caminho simples
linear por partes.

Assumindo, por enquanto, que a. = min{as, ap} para a aresta e =
fN f'. Entao, um caminho geodésico que atravessa e obedece a Lei de Snell
para a refracao da luz. A Lei de Snell afirma que caminho de um raio de luz
que passa pela fronteira entre duas regices f e f’ de indices de refragao oy
e ayp obedece a relacao aysen(d) = ap sen(f’) onde 0 e 6" sdo os angulos de

incidéncia e de refragao, respectivamente (Figura B.1).
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Figura B.1: Angulos de incidéncia e de refracao

Assumindo-se que o, = min{ayr,ap} e que af,ap < 00, se p é um
caminho geodésico que passa pelo interior de e, entao p obedece a lei de Snell
na aresta e.

No problema abordado, um caminho geodésico nunca incidird em uma
aresta com um angulo maior (em mdédulo) que o angulo critico. Nao se faz
necessario o tratamento de reflexao total. A tnica forma de reflexao possivel
para um caminho geodésico ocorre da seguinte forma: o caminho incide sobre
a aresta e a partir da face f com o angulo critico # = 6. no ponto y, entao esse
caminho permanece sobre a aresta por uma certa distancia e entao deixa a
aresta retornando para a face f a partir de um ponto y também com o angulo

critico 8’ = 0., como ilustrado na Figura B.2.

fl H
o ) )
f
0. 0.
S t

Figura B.2: Caminho criticamente refletido

Se ae < min{ay, ay}, é possivel que o caminho permaneca sobre a aresta
e antes de atravessa-la. O caminho alcanga a aresta com o angulo critico
6.(f,e) = arcsin(a./ay) no ponto p € int(e), permanece sobre a aresta por
alguma distancia e entdo deixa a aresta no ponto ¢ € int(e) com o angulo

critico 0.(f', e) = arcsin(ae/ay ), conforme a Figura B.3. Dizemos entdao que
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o caminho usou criticamente a aresta e ao longo do segmento critico pg’. Isso

também vale quando o caminho é criticamente refletido.

0.(/e) 1 ,
p qb/.(x|7y|) f e

(x,0) x,0) ;

0= ¢g 0.(f.e)

Figura B.3: Caminho sobre aresta de baixo custo

Se p é um caminho geodésico que passa por regides com «a; > 0 comecando
de um ponto s para um ponto x que conecta uma seqiiencia de arestas & =
(é1,...,ex) com e; # e;11 e nao existindo segmentos compartilhados, entao
p € unico e obedece a lei de Snell para cada ponto de cruzamento em cada
aresta.

Pontos criticos: para um dado caminho geodésico p, um ponto y €
p(int(f () f) é chamado de ponto critico de entrada do caminho p a partir
da face f se y é o mais préximo do ponto fonte (s) entre os dois pontos
extremos do segmento compartilhado W, e p alcanca o ponto y a partir da
face f. Ou seja, y é interior a aresta e = f [ f' e o angulo que p faz no ponto
y é critico: Zxyz' = 0.+ 5. Analogamente, y' é chamado de ponto critico de

saida do caminho p para a face f' (Figura B.4).

Figura B.4: Pontos criticos
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Retrocedendo a partir do ponto x sobre um caminho p e seja r o primeiro
vértice ou ponto critico de entrada que encontramos. Entao r é a raiz do
caminho p. Denota-se a seqiiencia de arestas que p atravessa entre r e x de
ultima seqiiencia de arestas do caminho p. Se p é um caminho geodésico para
o ponto x que possui ultima seqliencia de arestas £ e raiz r, entao define-se
d,¢(z) como sendo a distancia ponderada de r até x sobre p. Essa distancia

¢ unicamente determinada por r, x e &.

B.2 O método de Dijkstra continuo

A idéia béasica do método descrito em (Mitchell 1991) estd em simular
o efeito de uma frente de onda que se propaga a partir do vértice de saida
s. A medida que a frente de onda se afasta do ponto de origem, ela colide
com outros vértices e arestas da subdivisao. Essas colisoes sao chamadas
de eventos. Uma frente de onda que dista d de s é o conjunto de todos
os pontos P em que o caminho geodésico até s possui custo d. Essa frente
de onda consiste de um conjunto de arcos de circunferéncia denominados
wavelets. Cada wavelet é um arco de circunferéncia centrado em um vértice
ja alcancado pela frente de onda. Como serd visto, o método assemelha-se
em muito ao método de Dijkstra discreto, descrito com detalhes na secao 3.3,
proposto para encontrar o menor caminho em um grafo visitando os nds a
medida que a distancia ao né fonte aumenta.

O método exige como entrada uma triangulagao qualquer da subdivisao
planar que representa o mapa tematico. Além disso, é necessario que as
coordenadas dos vértices e os pesos das regioes tenham valores inteiros. Na
verdade o peso das regioes deve ser a € {0,1,..., W, 400}, onde W é maior

valor de peso finito.
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Sao necessarias algumas estruturas de dados para implementar o método.
Uma delas é uma lista com intervalos candidatos a intervalos de otimalidade.
Um intervalo de otimalidade descreve um subconjunto de uma aresta no qual
os caminhos f-free para a aresta possuem a mesma estrutura (partindo de
um mesmo ponto raiz, atravessam a mesma seqiiéncia de arestas). Dada
uma face f e e, uma das 3 arestas de f, um caminho localmente f-free para
x[\e é definido como sendo um caminho geodésico p a partir de s (ponto
de origem) até x de tal forma que existe um § > 0 em que o caminho nao
passa através da intersecao do interior de f com a bola de raio § com centro
em x (Figura B.5(a)). Intuitivamente, um caminho localmente f-free até
x (e “alcanga x pelo exterior de f” e é localmente 6timo. No exemplo da
Figura B.5(b), I = [a, b] é um intervalo de otimalidade de r até e;. O caminho
otimo entre r e qualquer ponto no interior desse intervalo possui a mesma

seqiiéncia de arestas.

(a) Caminho f-free (b) Intervalo de otimalidade

Figura B.5: Propagacao de Intervalos

Cada par face-aresta possui associado a ele uma lista ordenada de inter-
valos candidatos de acordo com a ordem em que os intervalos aparecem sobre

a aresta.
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Cada vértice v tem um ponteiro para cada intervalo candidato para os
quais v é raiz. Além dos ponteiros é associado ao vértice um valor d(v) que
indica o custo do melhor caminho até v. Inicialmente d(v) = oo para todo
vértice v. A medida que o algoritmo é processado cada vértice v (e even-
tuais pontos criticos de entrada) é marcado como permanente, significando
que d(v) é o valor do caminho étimo até v partindo do ponto de saida s.
Antes de ser marcado como permanente, v é marcado como temporario em
concordancia com o método de Dijkstra discreto.

O método mantém também uma fila de prioridades que implementa uma
fila de eventos. As entradas dessa fila sao pontos de algum intervalo candi-
dato. O ponto é um extremo do intervalo ou um ponto da fronteira que se
sabe ser o ponto que possui menor custo para se chegar ao vértice de saida.

O algoritmo é processado selecionando-se o proximo ponto da fila de
eventos. Propaga-se a frente de onda através do correspondente intervalo
projetando-o sobre a face apropriada. Depois disso, atualiza-se a lista de
intervalos candidatos. O evento escolhido é sempre o que possui menor custo
em relacao ao vértice de saida. Depois de processado, ele é marcado como
permanente. Faz-se isso enquanto existirem eventos na fila.

O método apresentado com detalhes em (Mitchell 1991) garante encontrar
um caminho com um fator de (1+¢) do caminho étimo, onde epsilon > 0 é o
grau de precisao desejado. Apesar disso, o método é de dificil implementacao
e computacionalmente caro. O tempo de execucao possui uma ordem de
complexidade de O(E-S), onde E é o niimero de eventos e S é a complexidade
de se resolver o sub-problema de se encontrar o caminho 6timo com uma
precisao de (1 + €) entre dois pontos s e t da subdivisdo, dada a seqiiéncia
de arestas que o caminho atravessa de um ponto ao outro. E mostrado que

E = O(n*) no limite superior, onde n é o nimero de vértices da subdivisao.
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Para encontrar o caminho entre s e t pode-se aplicar uma busca binaria que
pode ter uma complexidade de até S = O(k*log(nNW/¢)) para o pior caso
onde k£ é o nimero de arestas, N é a maior coordenada inteira de qualquer
vértice da triangulacao. E possivel provar ainda que k¥ = O(n?) o que gera
uma complexidade final de O(n®log(nNW/¢)) para o método descrito.

A proxima secao apresenta uma aproximacao do método de Dijkstra

continuo na qual a ordem de complexidade ¢ menor, O(n?) para o pior caso.

B.3 Aproximacao do método de Dijkstra
continuo

O principio de funcionamento desse método, (Mata & Mitchell 1997),
baseia-se em construir um grafo de pesquisa a partir da subdivisao planar
capaz de aproximar o caminho 6timo entre dois vértices da subdivisao. Para
cada vértice v da subdivisao planar tracam-se k raios igualmente espagados
de forma a aproximar toda a faixa de [0, 27], como ilustrado na Figura B.6.

Dois raios consecutivos definem um cone de propagacao.

Cone de
Propagagao

Figura B.6: Cones de propagacao a partir de um vértice

Cada um desses cones varre o plano a procura de um vértice u ou de

um ponto critico de incidéncia, a fim de criar uma ligacao entre v e u no
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grafo. Cada cone de varredura determina no maximo uma ligagao sendo que
essa pode nao existir. A possivel ligacao é delimitada pelos raios limites do
cone de propagacao tragados, a partir de v, obedecendo a Lei de Snell para
a refracao em cada ponto de cruzamento entre os raios e as arestas.

Os raios que limitam um cone cruzam a mesma seqiiéncia de arestas
até que uma bifurcacao topoldgica seja encontrada. O primeiro tipo de
bifurcacao é quando os raios que limitam o cone alcancam arestas diferentes,
como ilustrado na Figura B.7(a). Nesse caso, existe pelo menos um vértice
u da subdivisao alcangado pelo cone. Entao faz-se uma ligacao no grafo
entre v e u e atribui-se a essa ligacao o valor do caminho de refracao de
v até u. O caminho localmente 6timo entre v e u é Unico e respeita a lei
de Snell em todo o cruzamento de aresta. Pode-se encontrar um caminho
arbitrariamente proximo ao caminho localmente 6timo através de uma busca
binaria, por exemplo.

O segundo tipo de bifurcacao acontece quando os raios encontram uma
mesma aresta e mas pelo menos um deles incide com um angulo com médulo
maior que o angulo critico ., como ilustrado na Figura B.7(b). Existem no

maximo dois caminhos localmente 6timos partindo do vértice v até a aresta

4
%

(a) vértice (b) ponto critico

e, correspondendo aos angulos criticos 6. e —6..

Figura B.7: Bifurcagoes topoldgicas
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O caminho critico de refracao é o caminho que une o vértice v a aresta
e e incide criticamente em e. Nesse caso, determina-se o caminho critico de
refracao de v até e e o ponto u em que o caminho toca e é adicionado como
um vértice da subdivisao. Esse caminho passa a ser uma ligagao no grafo.

E possivel ainda que o cone de propagacao alcance o contorno externo
da subdivisao sem encontrar nenhuma bifurcacao topoldgica. Nesse caso
simplesmente nenhuma ligacao é acrescida ao grafo.

Uma vez que o grafo tenha sido construido, usa-se o algoritmo de Dijkstra
tradicional descrito na se¢ao 3.3 para encontrar o caminho entre dois vértices
sobre o grafo.

O grafo gerado pelo método possui O(kn) nés, onde k é o nimero de
cones e n é o numero de vértices da subdivisao.

Em (Aleksandrov, Maheshwari & Sack 2005), além do método apresen-
tado pelo autor, é apresentada uma comparacao entre a ordem de comple-
xidade de diversos métodos para se encontrar o menor caminho em ma-
pas poligonais, inclusive os descritos anteriormente (Mitchell 1991, Mata &

Mitchell 1997).



Apéndice C

CGAL - Computational

Geometry Algorithms Library

A CGAL, Computational Geometry Algorithms Library, é uma biblioteca
de algoritmos para geometria computacional e foi utilizada para implementar
grande parte desse trabalho. Nesse apéndice sera dada uma visao geral da
estrutura da CGAL e das duas principais classes utilizadas.Mais informagcoes
podem ser encontradas no site da biblioteca (CGAL 2005).

A CGAL foi inicialmente desenvolvida por uma parceria entre as uni-
versidades de ETH Ziirich (Suiga), Freie Universitéat Berlin (Alemanha), IN-
RIA Sophia-Antipolis (Franca), Martin-Luther-Universitéit Halle-Wittenberg
(Alemanha), Max-Planck Institut fiir Informatik, Saarbriicken (Alemanha),
RISC Linz (Austria) Tel-Aviv University (Israel) e Utrecht University (Ho-
landa). A biblioteca se tornou um projeto aberto em novembro de 2003.

A CGAL é escrita em C++ e consiste de trés partes principais.

A primeira parte é o kernel, que consiste de um conjunto fixo, nao modi-
ficavel, de objetos geométricos primitivos e operagoes sobre esses objetos. Os
objetos podem ser representados por classes parametrizadas independentes

ou podem ser membros de outras classes do kernel.
87
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A segunda parte é uma colecao de estruturas de dados geométricos basicas
e algoritmos parametrizados por uma classe traits que define a interface entre
a estrutura de dados ou algoritmo e as primitivas em uso. Em muitos casos,
classes fornecidas pelo kernel podem ser usadas como classes traits para
essas estruturas de dados e algoritmos. A colecao de algoritmos geométricos
bésicos e estruturas de dados inclui poligonos, estruturas de dados baseadas
em semi-arestas, superficies poliédricas, mapas topolégicos, mapas planares,
arranjos de curvas, triangulacoes, fechos convexos, algoritmos de otimizacao,
conjuntos dinamicos de pontos para pesquisas geométricas e arvores de busca
multi-dimensionais.

A terceira parte da biblioteca consiste em um suporte a algumas facili-
dades nao geométricas como suporte a tipos numéricos, extensoes da STL
(Standard Template Library) para a CGAL, handles, circulators, prote¢ao
para o acesso a representacoes internas, temporizadores, operadores de en-
trada e saida, ferramentas de visualizacao, entre outros.

A seguir serao brevemente descritas as duas principais estruturas de dados

utilizadas nesse trabalho.

C.1 Planar map 2

Como visto na se¢ao 2.2.1, um mapa planar subdivide o plano em vértices,
arestas e faces. A estrutura de dados Planar_map_2 fornecida pela CGAL
é capaz de encapsular um mapa planar e foi utilizada para esse fim nesse
trabalho.

A classe Planar map_2<Dcel, Traits> é parametrizada por dois objetos.
O objeto Dcel mantém uma lista de arestas duplamente conectadas. O objeto

Traits provée as funcionalidades geométricas e é capaz de tratar uma familia
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especifica de curvas e encapsula o tipo numérico para a representagao das
coordenadas.

O trecho de cédigo a seguir é um exemplo simples de como se utiliza um
Planar_map_2. Nesse exemplo um mapa planar é criado e trés segmentos sao

adicionados a ele formando um triangulo.

//includes da CGAL, necessarios para definir os tipos.
#include <CGAL/Cartesian.h>

#include <CGAL/MP_Float.h>

#include <CGAL/Quotient.h>

#include <CGAL/Pm_segment_traits_2.h>

#include <CGAL/Pm_default_dcel.h>

#include <CGAL/Planar_map_2.h>

//Definic¢do de tipos a serem usados
typedef CGAL::Quotient<CGAL::MP_Float> Number_type;

typedef CGAL::Cartesian<Number_type> Kernel;

typedef CGAL: :Pm_segment_traits_2<Kernel> Traits;

typedef Traits::Point_2 Point_2;

typedef Traits::X_monotone_curve_2 X_monotone_curve_2;
typedef CGAL::Pm_default_dcel<Traits> Dcel;

typedef CGAL::Planar_map_2<Dcel,Traits> Planar_map;

int main()
{
Planar_map pm; //Instancia o mapa planar
X_monotone_curve_2 cv[3]; //cria um vetor de segmentos
Point_2 a1(0,0), a2(0,4), a3(4,0); //cria os pontos extremos
//dos segmentos

cv[0] = X_monotone_curve_2(al,a2); //segmento de al a a2

cv[1] = X_monotone_curve_2(a2,a3); //segmento de a2 a a3

cv[2] = X_monotone_curve_2(a3,al); //segmento de a3 a al

pm.insert (&cv[0], &cv[3]); //insere segmentos no
//mapa

return 0;
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A classe Planar_map_2<Dcel, Traits> inclui um conjunto de funcoes de
interface que permitem construir, modificar, fazer pesquisas, salvar e restau-
rar um mapa planar. Alguns de seus construtores permitem a escolha entre
varias estratégias de localizagao de pontos.

Uma vez que o mapa planar foi construido, pode-se inserir uma curva ou
um conjunto de curvas, remover uma curva ou dividir uma curva em duas,

localizar pontos, etc.

C.2 Nef_polyhedron_2

Um Nef polyhedron planar é qualquer conjunto que pode ser obtido a
partir de um conjunto finito de semiplanos abertos através de um conjunto
de operacoes de complemento e de intersecao. Devido ao fato de que todas as
outras operacoes binarias como uniao, diferenca e diferenca simétrica podem
ser reduzidas a calculos de intersecao e complemento, todas essas operagoes
sao suportadas pela classe Nef_polyhedron_2. Além dessas operacoes, a classe
também permite algumas operacoes unarias. Dado um Nef_polyhedron_2, é
possivel determinar o seu interior, seu contorno e operacoes de regularizacao.

A seguir é mostrado um exemplo simples de como construir objetos da

classe Nef_polyhedron_2.
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//includes da CGAL, necessarios para definir os tipos.
#include <CGAL/Gmpz.h>

#include <CGAL/Filtered_extended_homogeneous.h>
#include <CGAL/Nef_polyhedron_2.h>

//Definic¢8o de tipos a serem usados

typedef CGAL::Gmpz RT;

typedef CGAL::Filtered_extended_homogeneous<RT> Extended_kernel;
typedef CGAL::Nef_polyhedron_2<Extended_kernel> Nef_polyhedron;
typedef Nef_polyhedron::Point Point;

typedef Nef_polyhedron::Line Line;

int main()

{
Nef_polyhedron N1(Nef_polyhedron::COMPLETE); //todo o plano

Line 1(2,4,2); // 1 : 2x + 4y + 2 =0 //defindo reta 1
Nef_polyhedron N2(1,Nef_polyhedron::INCLUDED); //plano & esquerda de 1
//incluindo a reta.

Nef_polyhedron N3 = N2.complement(); //complemento de N2
CGAL_assertion(N1 == N2.join(N3)); //uniao de N2 e N3

Point p1(0,0), p2(10,10), p3(-20,15); //pontos extremos do tridngulo
Point triangle([3] = { pl, p2, p3 }; //cria vetor de pontos

Nef_polyhedron N4(triangle, triangle+3); //gera tridngulo a partir do
//vetor de pontos

Nef_polyhedron N5 = N2.intersection(N4); //intersec8o entre N2 e N4

CGAL_assertion(N5 <= N2 && N5 <= N4); //verifica se o resultado da
//intersecdo é menor ou igual
//aos Nef’s originais

return O;

Semiplanos sao modelados como linhas orientadas, localizando-se a es-
querda da mesma. No exemplo anterior, N1 é um Nef polyhedron represen-
tando todo o plano, N2 é o semiplano fechado a esquerda da reta orientada
que possui equacao 2z + 4y + 2 = 0 incluindo a reta, N3 é o complemento de
N2 e, dessa forma, tem-se N2UN3 = N1. Adicionalmente, pode-se construir
um Nef polyhedron a partir de um conjunto de pontos que definem o contorno
de um poligono. No exemplo, N4 é o triangulo definido pelos vértices (0, 0),

(10,10) e (—20, 15).



